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第 一 章 基 础 


31 实 数 


最 基本 的 数 是 自然 数 
Es 2 3 和 " 
我 们 将 自然 数 的 全 体 所 构成 的 集 记 作 
N, 
(为 方便 起 见 ,我 们 必须 引进 集 的 概念 。 一 个 全 是 由 一 群 个 体 所 
构成 的 。 比 如 说 100 是 一 个 自然 数 , 我 们 说 100 是 集 六 中 的 一 
个 元 于， 写作 
| 100EN, 

该 作 

“100 属于 NN”， 

或 “100 包 舍 在 站 中 《为 一 个 元 素 )”， 

或 “NN 包含 100 (为 一 个 元 素 )”. 
及 一 方面 ，1/2 不 是 一 个 自然 数 ， 我 们 说 1/2 不 是 集 六 中 的 一 

» 1* 


个 元 素 ， 写 作 
1/2 竺 NN， 
读 作 
“] /2 不 属于 点 ”， 
或 “1/2 不 包含 在 N 中 《为 一 个 元 素 )”， 
或 “NN 不 包含 1/2 (为 一 个 元 率 )”. 
在 附录 中 我 们 介绍 这 本 书 中 所 用 到 的 直观 集 论 ， 供 读者 参考 .) 
N 具有 下 列 三 条 性 质 . 
Ai，1 是 一 个 上 自然数， 即 
i€EN. 
N2. 紧 接 着 任何 一 个 自然 数 之 后 ,有 一 个 唯一 的 自然 数 
皮 十 1《 因 之 1 十 1 二 2?, 2 十 1 二 3， 3 十 1 二 4,…*)}. 于 是 ,车 EN， 
刚直 十 1 和 N。 用 符号 来 表示 这 和 句 话 ， 我 们 写成 
REN ~ kt1EN. 
(一 般 来 说 ， 对 任何 两 个 陈述 卫 与 久 ， 
P 一 人 
表示 “ 若 忆 成 立 , 则 息 亦 成 立 ” 如 果 了 一 六 Q@, 而 县 驴 一 -一 忆 ， 
我 们 写成 
PF <—= Q. 
这 表示 “了 成 立 的 一 个 充 要 条 件 是 已 成 立 ”.) 

N3. 假设 N' 是 NN 的 一 个 子 集 . (已 给 两 个 集 有 44 与 4'. 若 对 
任何 <，zE 4 一 GE4， 我 们 称 A' 为 4 的 一 个 子 集 ， 写 成 
4 二 4， 

读 成 
“A' 和 包含 在 4 中 《为 一 个 子 集 7”， 
或 “4 包含 4 《为 一 个 子 集 )” 
若 对 任何 x,，z€ A' 寺 zxEA, 我 们 说 4 与 4 是 相同 的 ， 写 成 
* 2 


凡 二 及， 
读 成 
“4' 等 于 A”, 
所 以 
4 一 4 二 => A'CA, ACA.) 
若 具有 下 列 两 条 性 质 : 
《ti 1lEN', 
《i1 AEN' 一 4£+1EN', 
则 N' 二 NN。 搁 句 话 来 说 ,着 N' 关 NN， 则 N' 不 可 能 同时 具有 (0) 
与 (ii》 两 条 性 质 . 
在 中 有 一 个 加 法 ， 具 有 下 列 二 条 性 质 . 
太 1。 对 任何 两 个 a,， bE€EN， 有 一 个 唯一 的 
2pEeEN. 
我 们 称 a 十 5 为 a 与 8 的 和 ， 理 者 ， 紧 接 在 a 之 后 的 上 自然数 a 十 
1 (部 N2) 是 ae 与 1 的 和 ，. 
A2， 对 任何 a,， 5b， cEN， 
(2 十 如 十 EC 一 如 十 (十 习 )， 
AA3， 对 任何 a，BbEN， 
2 十 b=-a. 
在 N 中 还 有 一 个 二 法 ， 具 有 下 列 五 条 性 质 . 
M1. 对 尾 何 两 个 a，5EN， 有 一 个 唯一 的 
-a EN. 
我 们 称 a， 上 8 为 a 与 8 的 积 、 a *，5 亦 写 作 
ab (去 掉 # 与 8 之 闻 的 点 }. 
M2. 对 任何 aE€EN， 
dl=4= 1a. 
M3.。 对 任何 a， bb, cEN，, 
»。 9. 


tab 一 有 CC， 
M4. 对 任何 a，#E€EN， 
Aap ba, 
M5. 对 性 何 a. #5， cEN,， 
a Tc) = abt+ ac, 
B+ oa = ba ca., 
N 是 有 序 的 . (我 们 说 一 个 集 4 是 有 序 的 ,就 是 说 4 满足 下 
面 两 个 条 件 ， 
DQ1， 对 任何 a,， 5E€ A， 
a<6 ( 读 “a 小 于 六 7)， 
a 一 上 ( 读 “a 等 于 85”)， 
4 六 > 上 (该 “a 大 于 56”). 
这 三 个 情形 中 有 一 个 而 且 只 有 一 个 成 立 . 在 这 里 我 们 还 要 求 
< > p>a. 
OQ2， 对 任何 a,，&8， cE€EA， 
他 < 站， er ae. 
(假设 A 是 有 序 的 . 若 a, 5E A 满足 a<c 或 ae=5， 我 们 写 
成 
as5〔 读 “a 小 于 或 等 于 58”). 
若 a，65 扎 4 满足 a3 或 2 一 pp， 我 们 写作 
as 〈 读 “ea 大 于 或 等 于 如)， 
因此 对 任何 a，5b 上 A， 
-ah > ba.) 
对 N 中 的 次 序 ， 我 们 还 要 求 下 列 三 条 性 质 ， 
(3。 对 任何 a， bEN， 
二 上 地 有 时 一 站 在 一 个 EN 全 a 十 c=56. 
DO4. 对 任何 a，6， cEN， 
* 


d= 二 csce. 


于 是 
a 和 hatcbt+e, 
O05， 对 任何 a,， bb, cEN， 
dha 人 ie. 
于 基 
ee 


在 六 中 有 加 法 和 乘法 ， 但 是 没有 减法 .所 博 减 法 ， 基 希望 
对 任何 a 与 5, 唯一 存在 一 个 8 一 a 使 4 十 心 一 a) = 5， 对 任 
何 ay PEN, 5 一 a 在 4a<<5 时 存在 ( 见 3) 而 且 只 在 4 过 8 时 存 
在 ， 这 是 N 的 缺点 - 

为 纺 衬 这 个 个 点 。 我们 引进 零 和 仙 自 然 数 

0; —1, —2, —3;, * 
自然 数 、 零 及 负 自 然 数 统称 为 整数 ， 我 们 将 整数 全 体 所 构成 的 
集 记 作 
Z. 
在 Z 中 亦 有 加 法 和 乘法 、 是 入 中 如 法 和 生 法 的 扩充 . 谢 句 话 来 
说 ， 对 任何 两 个 4，#E2Z， 我 们 有 一 个 唯一 的 和 
他 十 夯 人 乱世 
各 一 个 唯一 的 积 
apEt 2, 
而 且 当 a,bEN 时 ,这 个 和 及 积 就 是 先前 所 说 的 , 再 者 A2, A3， 
M2，M3，M4，M5 对 任何 a，5，cEZ 都 成 立 ， 而 且 
一 3) 十 1 = 一 2, {一 2) 十 1 = 一 1， 
(一 1) 十 1 一 0, 0 十 1 一 1 

Z 亦 是 有 序 的 ， 而 且 在 Z 中 的 次 序 是 在 点 中 的 砍 序 的 扩 

充 ， 这 就 是 说 OQ1 对 任何 a，2EZ 成 立 ， 而 且 当 a, BEN 时, a 
由 +* 


< 与 先前 所 说 的 一 样 ， 再 者 O2，O3，O4 对 任何 a, 5b, cEZ 
成 立 ， 而 且 D5 须 髓 正 ， 即 对 任何 <，2，cEz 在 c>0 时 成 立 . 

Z 有 NN 的 好 处 , 即 有 加 法 与 莱 法 ,同时 还 有 满足 O3,O4 及 
修正 上 O5 的 次 序 . Z 之 所 以 比 和 NN 更 好 , 是 在 Z 中 还 有 减法 . 就 是 
说 对 任何 z，28EZ， 唯 一 存在 一 个 

bp—aCts, 
使 a 十 中 一 a) 一 二 
为 减法 我 们 和 将 自然 数 集 NN 扩大 至 整数 集 Zz， 同样 地 ， 为 除 

法 我 们 将 整数 集 Z 扩大 至 有 理 数 集 0Q， 一 个 有 理 数 可 以 写成 


Hi 


六 或 min, 
其 中 开 与 是 整数 ， 而 生涯 0. 
对 任何 两 个 有 理 数 ，m/n 及 mm' jn'， 
m/n 二 mm /Hn > mn = nnn, 
将 有 理 数 的 全 体 所 构成 的 集 记 作 
2. 
因为 我 们 可 以 将 每 一 个 整数 m 看 作 有 理 数 rx/1， 所 以 
ZCO. 
在 如 中 我 们 有 加 法 、 图 法 和 减法 ,是 Zz 中 的 加 法 、 乘 法 和 减法 
的 扩充 . 着 /nx，m' /An' EO， 则 
mn mn’ = Cnn' nm’ /nn', 
Cm /nm /nn') = mm /nn', 
mA/ 一 n/n = Cnn 一 nn) nm 
在 台中 我 们 还 有 除法 ， 若 /n,m'/n' EQ 而且! /nr 关 0， 则 
”az 隆 0， 而 且 
mn Tm/n = Cm/n) 《AN 


= /Rn , 


在 这 里 我 们 须 和 注意 到 ， 在 呈 中 的 加 法 和 琳 法 亦 满 中 
Al——— A3 和 M1 一 一 M5 

再 者 , 在 如 中 有 一 个 满足 D3、O4 及 修正 OQ5 的 次 序 , 是 Z 
中 的 次 序 的 扩充 . 对 任何 区 /n,m An’ 全 号 ， 我 们 不 妨 假 设 ay nn 
EN 原因 是 

m/n= CC—m) /a mn = (mm /CC—n'), 
在 这 个 假设 下 ， 
ja 

从 代数 观点 上 来 看 ,在 对 中 有 加 王 习 除 ,还 有 满足 某 些 条 
件 的 次 序 , 已 经 很 完善 了 , 可 是 搞 在 几何 观点 上 来 看 , 旭 有 一 点 
缺 隧 ， 即 在 有 理 数 之 问 有 很 多 空隙 ， 现 在 证 我 们 说 明 原 因 在 嚼 
里 ， 然 后 引进 实数 来 允 补 这 缺陷 ， 

已 给 一 条 直线 工 及 上 上 两 个 不 同 点 心 和 五 ， 则 对 任何 一 个 
有 理 数 +x， 我 们 可 以 决定 i 上 一 个 点 P(x) . 令 7+=m/mn， 其 中 
mE€EZ,nEN. 我 们 先 在 线段 0E 找 一 点 E., 使 线段 OE 的 长 度 等 
于 线段 OE 的 长 度 的 n 售 . 换 一 句 话 来 说 , 若 OE 的 长 度 是 1, 则 
OE,. 的 长 上 度 是 1/n. 如 果 m=0, 我 们 令 P(z) = O. 如 果 m 汪 0， 
我 们 令 PP 二 P(r) 为 上 上 的 点 ,使 由 口 到 三 的 方向 与 由 心 到 五 
的 廊 向 相同 、 而 旦 线段 OP 的 长 度 等 于 线 民 OFE. 的 长 度 的 mm 倍 ， 
如 果 mx<0, 我 们 令 P=P(z) 为 :上 的 点 , 使 由 口 到 PP 的 方向 
与 由 避 到 上 的 方向 相反 ,而 且 线 段 0FP 的 长 度 等 于 线 有 段 OF, 的 长 
度 的 一 售 . 


Pi}1} Pr2) 


+ He 


我 们 说 操 和 五 两 点 决定 ! 上 一 个 坐标 么 在 这 坐 标 系 中 ， 
P(rz) 的 坐标 是 x. 因为 0 的 坐标 是 0, 号 的 坐标 是 1， 我 们 称 
避 为 这 坐标 系 的 原点 ， 称 五 为 这 上 坐标 系 的 单位 点 . 

对 任何 自然 数 %， 

PE— SA PO In) POO/R} PO/n) Po/RDY ,yr 
是 1 上 无 穷 个 点 ， 而 且 依 御 一 定 虎 序 排列 . 再 者 , 阁 人 口 与 上 之 
间 的 距离 是 1, 则 在 这 些 点 中 两 相 邻 点 之 间 的 距离 等 于 1/n. 在 
下 面 的 图 中 每 一 点 上 面 的 有 理 数 是 那 点 的 坐标 ， 


围 1.2 

我 们 不 难 想 象 得 到 ， 以 有 理 数 为 坐标 的 点 和 银 密 集 地 分 布 在 
上 .于 是 我 们 要 疝 : 在 i 上 还 有 其 它 的 点 吗 ? 这 问题 的 答案 是 
肯定 的 . 作 一 个 直角 三 角形 ,使 直角 两 
痉 的 边 的 长 度 等 于 1， 即 QE 的 长 度 . 
则 斜 边 的 长 度 等 于 2 ,不 是 一 个 有 
理 数 . 令 己 为 4 上 一 个 点 ， 使 由 O 〇 到 
P 的 方向 与 由 必 到 下 的 方向 相同 ,而 
且 OFP 的 长 度 等 于 斜 边 的 长 度 . 于 是 不 ”| 
存在 一 个 有 理 数 x, 使 P=P (xz). 这 
表示 以 有 理 数 为 坐标 的 点 相互 之 间 有 
空隙 . 

喜欢 数学 的 人 有 一 个 共同 点 ， 就 


"+ 


是 常常 问 “ 为 什么 ?” 不 但 要 间 ， 而 且 还 要 找 一 个 让 自己 满意 的 
答案 . 在 上 一 段 中 我 们 作 一 个 直角 三 角形 ， 使 直角 两 旁 的 边 的 
长 度 等 于 1, 斜 边 的 长 度 等 于 Y 2 是 由 名 役 定理 得 到 的 .说 2 
不 是 有 理 数 , 很 多 读者 一 定 要 问 “ 为 什么 ?” 在 这 里 我 们 给 一 个 
理由 ， 

车 v2 是 一 个 有 理 数 , 则 奔 在 两 个 自然 数 p 和 gg 使 v2 = 
户 /9. 我 们 不 妨 假 定 p 与 9 之 间 只 有 一 个 是 个 数 . 不 然 的 话 , 分 
数 p/g 可 以 简化 因为 v2 ==p/q， 于 是 p==29:， 因此 p 是 个 
数 , 而 县 由 9: 二 2 (p/2): 知道 g 亦 是 偶数 . 这 与 假设 相 牙 盾 . 这 
说 明了 为 什么 v2 不 是 一 个 有 理 数 ， 

在 几何 学 中 ， 我 们 假设 任何 一 条 直线 上 点 与 点 之 间 是 没有 
室 孙 的， 为 迎合 这 个 需要 ， 我 们 引进 实数 ， 

记 实数 的 全 体 所 构成 的 集 为 

R. 
则 实数 集 RR 有 下 列 两 条 性 质 ， 

I， 对 2 上 任何 一 点 了 ,唯一 存在 一 个 实数 x, 使 已 的 坐标 
是 zx, 即 P= P(x), 倒 过 来 ,对 任何 一 个 实数 ,唯一 存在 ! 上 一 
点 Pr ， 它 的 坐标 是 x， 用 集 论 中 的 术语 来 说 ， 

T= P(r) 
是 实数 与 1 上 的 点 之 间 的 一 个 一 一 对 应 . (一 一 对 应 是 集 论 中 一 
个 基本 概念 ， 我们 以 后 还 要 提 到 . 为 进一步 了 解 ， 请 读者 参阅 
附录 . ) 

11. 在 实数 集中 有 加 法 , 减法 , 乘法 和 除法 , 而 且 还 有 一 个 
满足 某 些 条 件 的 次 序 ， 不 但 如 此 ， 这 些 概 念 是 如 中 对 应 概念 的 
扩充 . 

宕 示 一 个 实数 ， 习 惯 上 我 们 用 十 进 法 ， 于 是 一 个 实数 有 一 
个 整数 部 分 

» Os 


Ho 


和 一 个 小 数 部 分 


2 时 寺中 
105 十 


其 中 am 是 一 个 整数 ，ai，as， "是 不 小 于 0 而 屿 不 大 于 9 的 整 
数 ， 这 样 的 实数 写成 


QD. 让 一 入 十 


ao: Tia +. 
通常 我 们 假定 不 看 在 一 个 自然 数 ， 使 
it 二 *"** 二 9 
原因 是 车 a4_ ,过 9， dt 二 1 二 “二 9 网 | 
Ado: ea 199 = a0r dt (Car_1 二 1)., 
现在 我 们 来 说 明 实 数 与 上 上 的 点 之 间 的 一 一 对 应 ， 
已 给 一 个 实数 


证 一 可 9 证] 本 2 
“1 2 
atIotiot 
我 们 先 找 点 P(eo) 及 P(ou 十 1), 其 次 找 点 P| ae 十 当 } 及 PCas+ 


21 十 ] al | A a ,dz 十 ] 


令 
ad [Lh 1 
10 十 人 二 10 二 10 


一 一 a 击 喇 人 一 1 ct 十 1 
Q.=P| < 十 基 + ET 


bd 


Pi—P| wu 十 


则 
PisPesre Pros se sO ss 1 
是 上 上 依循 一 定 次 序 排 列 着 的 点 ,而 且 线 长 PiGas 的 长 度 是 
中 了 站 


1710 .因为 上 上 点 与 点 之 间 没 有 空隙 ,所 以 唯一 存在 上 上 一 个 点 
PP, 使 Pi ,Pi;… 从 一 边 接近 请, 名 ;BQ@;，… 从 另 一 边 接 近 P, 我 们 
称 为 点 已 的 坐标 . 

俩 过 来 ,已 给 i 上 一 点 P. 我们 亦 能 够 找到 一 个 崔 一 的 实数 

do 1 全 
使 尸 的 坐标 是 工 .所 以 实数 与 1 上 的 点 之 间 有 一 个 一 一 对 应 . 

在 上 面 我 们 是 用 十 进 法 来 表示 一 个 实数 . 一般 来 说 ,对 任何 
一 个 自 榴 数 有 六 1; 我 们 可 以 用 nn 进 法 来 表示 一 个 实数 , 换 一 馈 
话 来 说 ,任何 一 个 实数 可 以 写成 一 个 无 穷 级 数 

ao 十 守 十 王 十 …， 
其 中 a 是 一 个 整数 ,gj ,as,，… 是 不 小 于 上 0 而 且 不 大 于 一 1 的 整 
数 . 再 者 ,我 们 不 入 假 定 不 存在 一 个 自然 数 点 ,使 
er = 一 di 一 一 关 一 二 

不 论 用 无 穷 小 数 或 用 无 穷 级 数 来 表示 实数 ,我 们 不 难 去 定 
义 两 个 实数 的 和 与 积 , 而 且 还 可 以 比较 两 个 实数 的 大 小 . 再 者 ， 
和 、 积 及 次 序 与 表示 的 方法 无 关 ， 

总 结 上 面 所 说 的 ,实数 集 灵 具有 下 列 十 六 条 性 质 . 

Ri. 对 任何 两 个 a,8ER, 唯 一 存在 一 个 

a 二 bE R, 
称 作 a 与 & 的 和 . 

R2. 对 任何 a,5,c 志 RR， 

(十 上 十 < 一 4 十 ( 估 十 c). 
R3. 唯一 存在 一 个 0, 称 作 零 ,使 对 任何 aER， 

2 二 0=a=0+ 上 a. 

R4. 对 任何 a€ 玉 ,唯一 存在 一 个 一 a€ER, 称 作 a 的 负数 ,使 

{(— a) 二 a=0=a+ (a), 

.11* 


R5. 对 任何 4,5 声 R， 
a 十 p= 十 a, 
R6. 对 任何 两 个 a;5ERR, 唯 一 存在 一 个 
a* bEeR, 
称 作 a 与 8 的 积 .a * 5 亦 写作 
ob. 
R7. 对 人 酝 何 a,b,cER， 
《GDC 一 albe). 

R8. 唯一 存在 一 个 异 于 0 的 1ER, 称 作 单 位 元 ,使 对 任何 a 

全 总 ， 
dl=4=1a. 

R9. 对 任何 一 个 异 于 0 的 azE 吕 ,唯一 存在 一 个 a"'ER, 称 
作 a 的 倒数 ,使 a a=1=aa ", 

R10. 对 性 人 柯 a,5ER， 

ap = Ba. 
R11. 对 任何 a,5,cER， 
atp+ ec) = abt ac, 
(二 ca = ba ca. 
R12. 对 性 何 a;,bER， 
A a=, a 
这 三 个 情形 中 有 一 个 而 且 只 有 一 个 成 立 . 同时 我 们 假定 
< 让 > >a, 
R13， 对 任何 c， 占 ，c 筷 居 ，a<5，D<ec 一 > a<ic. 
R14， 对 任何 a， 6, cEER， 
如 心目 © atec<btre. 
Ri5。 对 任何 a, 56, cER 
< 一 
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R16. 已 给 一 个 ACR, 车 4 不 是 室 集 她 〈 就 是 说 ，4 中 至 

少 有 一 个 元 率 ，)， 而 且 存 在 一 个 wERR， 使 对 所 有 a€ 4， 
Adu (BN a 或 a 一 z)， 

则 唯一 存在 一 个 wx' 扎 中 ， 满 足下 列 两 个 条 忻 ， 

《i) 对 任何 2 和 AA，a 夺 ww' 

(ii》 若 & 是 一 个 实数 使 对 任何 aEE4,， a 达 xw， 则 ww 三 x， 挤 
一 旬 话 来 说 ,x' 是 这 些 x 之 中 最 小 的 一 个 . 

已 给 aER. 若 a 记 0, 我 们 说 a 是正 的 ; 车 a 二 0, 我 们 说 a 
基 负 的 . 

极限 的 概念 ,在 引进 微分 时 是 不 可 以 或 缺 的 . 所 以 在 谈 微 分 
拓扑 之 前 .我们 必须 了 解 极限 是 什么 . 在 每 一 本 数学 分 析 的 书本 
中 ,对 极限 的 处 理 , 都 有 详尽 的 讨论 ,所 以 在 这 本 书 中 ,我 们 没有 
必要 名 谈 . 不 过 我 们 仍旧 要 求 每 一 位 读者 ,和 任 直观 的 感觉 ， 了 解 
极限 是 什么 ,而 且 知道 如 何 去 运 算 . 

一 个 无 穷 实 数列 ,简称 数列 ,通常 写成 

《本 ss 或 {Di} ews 
其 中 每 一 个 5 是 一 个 实数 . 假设 存在 一 个 实数 5, 使 当 上 无 限 地 
增 大 时 ,b&b 无 限 地 接近 5, 则 5 是 唯一 的 ， 而 且 我 们 说 数列 
{Behrew 是 收效 的 , 它 的 极限 是 5. 用 符号 来 表示 ,我们 写成 
limb =#. 

户 格 地 说 ,lim5 一 的 意义 是 如 下 ;对 任何 实数 >>0, 看 在 

一 个 自然 数 天 ,使 对 任何 自然 数 上 > 天 ,有 
刁 一 上 < 有 把 十 E。 
凡 读 过 数学 分 析 的 读者 都 知道 ,这 是 讨论 极限 的 基础 .有关 极限 
的 结论 ,原则 上 我 们 应 该 据 此 来 作证 明 , 不 过 我 们 却 采 用 直观 方 
式 . 在 一 条 直线 :上 ,将 坐标 等 于 5 的 点 记 作 Pi, 而 且 将 坐标 等 
于 乡 的 点 记 作 P. (我 们 必须 记 住 ,为 决定 ; 上 每 一 点 的 坐标 ,一 
了。 


个 先决 条 件 是 有 一 个 坐标 系 , 包 括 一 个 原点 口 和 一 个 单位 点 
E. ) 于 是 limb 二 6 表示 当 无 限 地 增 大 时 ,点 列 
PP PP, se 
无限 地 接近 忆 , 也 就 是 说 线 有 段 PP 无 限 地 接近 0， 
用 这 直观 的 感觉 ,我 们 不 难 理解 下 面 的 儿 个 例子 ， 
1. 数列 


1 ,1,1 
和 0 昌 3 
旦 收效 的 , 它 的 极限 是 0. 
2. 数列 
1 一 1， 1 ,一 1 
不 是 收敛 的 . 


3. 已 给 一 个 实数 z 一 ae 十 和 十 入 十-… . 则 数列 ao 十 型 十 … 十 


-i 


+ 全} ,和 数列 [ao 十 匀 十 *… .十 2 + | ,是 收 化 的 ， 
它们 的 极限 各 是 I 
极限 与 吉 减 莱 除 的 关系 是 


(1.17 已 给 lima 一 a 与 lim5B= 二 5， 则 

1) lim {tah =a 上 6, 

(2) lim 《aas 一 页 》 =a—b, 

(3 lim 《ap =ab, 

C4) 当下， 5,，+*…， 避 都 不 辩 于 0 时， 

lim Cas/b) =a/b. 

《1. 1) 的 证 明 可 以 在 任何 一 本 数学 分 析 的 书 中 找到 . 可 是 
我 们 对 读者 只 要 求 有 一 个 很 马虎 的 体会 就 驶 了 . 以 人 1.13 的 (1) 
为 例子 . 将 一 条 直线 上 上 坐标 等 于 zx 的 点 记 作 P(xz). 令 

P= Pla), P = Play, 
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Q, 一 已 (名 )， Q = PO), 
及 :一 已 (as + b&b), R= Pla + #8). 

我 们 知道 当 X 无 限 地 增 大 时 ，P, 无 限 地 接近 P, QQ, 无限 地 
接近 护 。 因 为 OP; 和 OQ 的 长 度 的 和 等 于 OR, 的 长 度 , 而 及 OP 
和 OQ 的 长 度 的 和 等 于 OR 的 长度 ,所 以 当 * 无 限 地 增 大 时 ,R, 无 
限 地 接近 民 ， 

〈《a. 2)》 煞 学 归纳 法 。 

已 给 一 个 陈述 Pim) ,mm EN 。 假设 

(i)”P() 成 立 ， 

(ii 车 全 ) 成 立 , 则 PE 十 1) 成立。 

则 已 cm) 对 所 有 和 EN 成立。 
证 明 : 令 
N' 一 { 民 和 克己 全) 成 立 }， 
就 是 说 和 N' 是 所 有 使 PC) 成 立 的 自然 数 天 所 构成 的 集 ， 由 乙 设 
知道 ， 
(i 1 上 ， 
ki》 者 EN',， 则 有 -1EN'， 
所 以 由 N3 知道 N'=N ， 
利用 数学 归纳 法 ， 我 们 不 难 证 明 
1 十 2 十 … 十 关 一 天 (十 177A72， 
二 2 十 于 十 #7 一 n(x 十 1) (2n 十 1776， 
1 十 疙 十 十 nn 二 iCn 十 1)2/4. 


#32 zn 维 欧 氏 空 间 


在 平面 解析 几何 中 ， 一 个 点 用 两 个 有 序 实数 
s oh* 


(ITY) 
来 表示 ， 对 任何 两 个 点 《x,y) 与 人 zy 》， 
(ty) = (XY < 工 一 和 ，y 一 外 
又 任何 两 个 点 (zy) 与 (yy) 之 间 的 距离 是 
Vr r+ (ty— yy. 
在 立体 解析 几何 中 ， 一 个 点 用 三 个 有 序 实数 
(Ty 
来 表示 ， 对 任何 两 个 点 (rT,yY,2) 与 (2 12'》， 
(Tye) = (TY 二 > r= y= ko , 
又 尾 何 两 个 点 (Ty) 与 (x sy | 之 闻 的 距离 是 
wz 一 了 天 十 (3 一 六 到 十 (一 2)5 
一 般 来 说 ,二 维 欧 氏 室 间 娘 中 的 一 个 点 是 用 n 个 有 序 实数 


《并 | 3 Tn 


来 表示 ， 简 写成 
证 
对 任何 两 个 点 
T= (Xr Tn) y= (Ny) 
我 们 假定 
TY EF T= Tey 


又 任何 两 个 点 二 (xis) 与 y= 二 Gy,… ,yy,) 之 间 的 距离 等 


于 
YO 
于 是 1 工 维 欧 氏 空间 总 即 实 数 集 尼 ,而 且 以 Cry) 来 代替 zf 2 维 
欧 氏 空间 FR? 即 平面 解析 几何 中 的 平面 , 而 且 以 (zyzs) 来 代替 
(z,y) ;3 维 欧 氏 空间 司 即 立体 解析 几何 中 的 空间 ,而 且 以 (zi， 
Tzrza) 来 代替 (x,y,z) 。 所 以 当 m=1，2，3 时 ,我 们 可 以 将 严 
了 三。 


看 作 直 线 , 平面 , 空间 ;于 是 可 以 用 图 形 来 体会 R" 中 的 成 果 , 可 
是 当 n 半 3 时, 现实 的 图 形 已 经 不 再 存在 ; 于 是 只 有 用 解析 方法 
去 表达 。 解 析 方 法 对 n 硅 3 或 n 记 3 两 情形 并 无 区 别 。 所 以 只 要 
摘 清 楚 至 3 时 情形 ， 就 不 难 体 会 n>3 时 情形 。 
n 维 欧 氏 室 间 闵 的 一 个 点 
二 《Tl 
亦 可 以 看 作 一 个 由 原点 
= (00, ,0) 
至 x 的 同 量 
B87, 
于 是 大 成 为 一 个 向 量 空间 ， 在 这 向 量 空间 中 我 们 有 一 个 奶 法 ， 
就 是 说 对 R" 中 任何 两 个 向 量 
二 TOs 
它们 的 和 是 
TT 十 yy 二 (zi 十 i 
在 这 向 重 空间 中 我 们 还 有 一 个 习 法 ,就 是 说 对 任何 rE 中 及 x 一 
Cr) Rr ,它们 的 积 是 
ri 二 (rts TT ) 
当 nn 二 1 村， 这 加 法 和 乘法 就 是 让 中 的 加 法 和 乘法 。 
当 ? 呈 一 2 时 ,这 加 法 和 乘法 
可 以 用 图 1. 4 来 表示 。 对 任何 7 
xz 3 和 是 ， 我 们 有 一 个 向 量 
xy = (WO Ty 一 Xx), 


于 是 对 任何 二 YE R:, 


Xx 二 y 一 87 十 8y 3 一 
可 以 用 图 1. 5 来 表示 ， 其 中 点 图 1.4 


s TF. 


8, zr， yz 十 ?9 是 一 个 平行 四 边 
形 的 顶点 。 

对 任何 * 振 毗 及 六 己 天 3， 阿 
其 玉生 的 方向 和 依据 r 是 正 的 或 0 Ty 
负 的 ,与 zx 的 方向 相同 或 相 
反 , 而 且 向 量 *z 的 长 度 等 于 7 
的 长 度 的 |r| 伴 ,这 里 的 |r| 是 > 本 | 5 
的 绝对 慎 ， 它 的 定 尺 是 

rr 荐 rr 宇 0， 
| = 一 地 若 r< 0。 

当 n 二 3 时 ,在 这 向 量 空间 中 的 加 法 和 敢 法 亦 可 以 用 图 形 来 
表示 。 因 为 与 4 二 2 时 很 类 似 , 所 以 从 夏 ， 而 且 请 读者 自己 去 想 
想 。 

在 RR 中 的 点 、 直 线 及 户 自己 , 在 民 中 的 点 、 直线 、 平面 
及 下 自己 ,都 是 值得 我 们 特别 注意 的 。 同 样 地 ,在 二 中 我 们 须 
特别 注意 着 维 平面 , m= 二 0, 1,… ,nn、 

已 给 天 中 两 个 不 同 点 ao 与 al， 则 当 m 一 2 或 3 时 ， 

Holl = {rodo 十 ra |rosri E Rro r= 1} 
是 一 条 由 ae 与 @ 决 定 的 直线 。 所 以 对 一 般 = 我们 亦 称 aoa 是 
一 条 由 a 与 41 决定 的 直线 ， 

我 们 称 素 中 的 点 为 素 中 的 0 维 平面 . 于 是 任何 一 个 0 维 
平面 由 其 中 唯一 的 点 决定 。 我 们 称 大 中 的 直线 为 严 中 的 1 维 
平面 . 着 aoal 是 所 中 一 个 1 维 平 面 , 而且 名 与 乌 是 aoei 中 两 
个 不 同 点 ， 则 

b=roaoroas rooy ro 和 是 ，rom 十 ri 一 ]， 
b=rnodo ridr rios Fr 人 四 ， 产 十 站 1 一 了 和 
因为 天语， 由 解 上 面 的 联 立 方程 式 ， 我 们 可 以 得 到 
=。 中。 


qo = Sopot so So0r FoR sf00 二 so 二 1， 
Al = $0b60 sb, 50y S51 $0 十 st 二 1 。 
所 以 aa 一 如 bl 。 这 证 明了 任何 一 个 1 维 平面 由 其 中 任何 两 个 
不 同 的 点 决定 ，。 
我 们 称 R" 中 任何 一 个 点 是 独立 的 ， 而 且 称 所 中 任 两 个 不 
同 的 点 是 独立 的 . 于 是 一 个 0 维 平面 由 其 中 唯一 的 独立 的 点 所 
决定 ， 而 且 一 个 1 维 平面 由 其 中 任何 两 个 独立 的 点 所 决定 。 
一 般 而 论 ， 假 设 我 们 已 经 定义 了 R 的 sx 维 平面 及 怀 中 的 
天 十 1 个 独立 的 点 ， 而 且 知 道 有 下 面 的 三 条 性 策 ， 
《0 在 一 个 m 维 平面 中 有 天 十 1 个 独立 的 点 ， 
(i) 若 关 十 1 个 点 是 独立 的 ， 则 其 中 任何 ;十 1 个 点 是 独立 
的 ， 一 日 ， 
4Giiiy 若 ae …，an 是 一 个 mr 维 平面 P" 中 六 十 1 个 独立 的 
点 ， 则 P”" 中 和 任何 一 个 点 可 以 唯一 写成 
reaot ra for gm 人 本 fo 十 六 十 re 一 ] 。 
向 且 P" 是 所 有 这 些 点 所 梅 成 的 集 。 我 们 不 难 见 到 这 个 候 
设 在 闫 一 1 时 成 立 。 
如 果 PP” 是 上 R" 中 一 个 nm 维 平面 ， am+1 荐 R" 中 一 个 不 在 Pp" 
上 的 点 ， 则 对 记 * 中 任何 m1 个 独立 的 点 dos "ss Hm? 我 们 称 
ac， …， ms Gn+i 为 天 十 2 个 独立 的 点 ， 而 且 称 
“Gan+1 = {rode 十 十 rm+TIGm+Ij ro rt 息 恩 ， 
ro 十 十 rt 二 1) 
为 一 个 m 十 1 维 平 面 ， 由 P”" 与 am+1 所 决定 。 如 此 定 久 的 吉 十 1 
维 平面 及 mx 十 2 个 独立 的 点 亦 有 上 面 所 说 的 三 条 性 质 ， 就 是 说 
我 们 能 够 证 明 下 面 的 结果 ， 
4 在 一 个 mx 十 1 维 平面 中 有 加 十 2 个 独立 的 点 。 
Gi 者 闫 十 2 个 点 是 独立 的 ， 则 其 中 任何 ;1 个 点 是 独立 
。79。 


上 的， 一 襄 ，… ， 卫 十] 。 

fiiil 车 gsr，…，awm+l 是 一 个 澡 十 1 维 平 面 P*" 中 中 束 十 2 个 
独立 的 点 ， 则 Pm 中 寿 何 一 个 点 可 以 唯一 写成 

rego 十 rdnti ro ri 是， ro 十 十 rr 一 1 。 
而 和 且 Pm" 是 所 有 这 些 点 所 构成 的 集 ， 

这 个 证 明 并 不 难 ， 可 是 繁杂 得 很 。 在 这 里 从 略 ， 水 平 高 的 
读者 应 该 自己 去 尝试 证 明 。 

因为 我 们 已 经 定 允 了 此 中 的 1 维 平面 及 R" 中 的 2 个 独立 
的 点 ,而 且 知 道 有 上 面 所 说 的 三 条 性 质 , 所 以 我 们 能 够 定 多 2 维 


平面 及 3 个 独立 的 点 , 3 维 平面 及 4 个 独立 的 点 , ……， 一 直到 
n 维 平面 及 = 十 1 个 独立 的 点 。 

我 们 还 能 够 证 明 下 面 的 结果 ， 

(2*1) R" 是 er 中 唯一 的 维 平面 , 所 以 对 任何 吉 汪 n，, 在 
让 中 不 存在 m 维 平面 . 


(2，2) 对 和 任何 式 二 0，…， nn， 我 们 有 R" 中 的 mz 维 平面 及 
RR 中 的 总 十 1 个 独立 的 点 ao， al; …，awm， 而 且 知 道 (i) ,dii)， 
kiii》 三 条 性 质 成 立 。 

《2。3) RR 中 天 十 1 个 点 是 独立 的 一 个 充 要 条 件 是 这 些 点 
不 在 同一 个 闫 一 1 维 平面 上 ， 


sa S00" 


第 二 章 ”点 集 拓 扑 


83 ” 欧 氏 空间 的 点 集 拓扑 


对 性 何 一 (Ts "Tn) 抱 四"， 我 们 令 


zll = Crm) 二 + Cx), 
而 且 称 i zx] 为 x 的 范 数 . 
(3* 11) (1》 对 任何 ER， 


jx 空 0 
而 且 
il 由 一 0 < 过 一 日 一 (00,0),， 
《2》 对 任何 rERR 有 RAER'， 
rzll = rillzll. 


C3) 对 任何 xz， 4 抱 串 令 
开 y= 中 
则 
+ 21* 


Jrz*yl 至 【用 zilyl， 
C4) 对 性 何 工 ，y 和 所 到， 
|z 二 ?至 外 zz 十 sl。 
证 明 【1 》 对 性 何 z = (Xi Ty EE RK', 


| zl 一 wCzr 十 十 人 rz 之 0 


| 医治 | 一 0 < Cn 二 :+ 十 Cr.)*: =0 
< 了 一 … 一 了 一 0 < 一 工 一 0 


2) 对 和 尾 何 rER 及 zer, 


rr = Yr 二 (rr): 
= V(r) +t 二 Cr)) = rllzl. 


(3) 已 给，?Ei 。 若 zz 一 0， 则 
Ixyl =o= lz lyl. 
大 儿 开 1 汗 0 ， 则 对 任何 4，g 扎 RR， 
oar+py| ?= Gr aay) + CArt pny) 


一 开外 地 十 2 :y+ yl? 
下 2 


= {2hzl 二 x 守 - 
zl: 2 ru 
+p| | zz i |] 
于 是 zyl? 一 (x wy》 宇 0 或 
[zy|l 硅 xl yl|. 
(4) 对 任何 x，yER， 
z+yl 一 《十 ?7 (和 十 区 
一 用 和 外 ?十 2 y+ |yl? 
至 |‖ 字 让 ?十 2 下 关上 让 下着 十 下 > 作 2 红 由 5C3)) 
一 5 zxz 下 十 让 7) 。 


而 且 


自 他 时 


人 hd et 


mi 


所 以 
1z 十 ?站 至 zl 十 1 
对 任何 x:1y 世 RR"， 


PC) = Amy =v 二 
是 上 与 y 之 间 的 距离 ， 我 们 称 5 为 欧 氏 空间 的 距离 函数 ， 
由 〈3. 1)， 我 们 得 到 
{3.2) (1) ”对 任 柯 x，yER'， 
pir,y) 之 0， 
而 县 
fyy) 一 D < 工 一 y， 
(2) 对 性 何 工 ，yE€R*， 
RD) = PlysT) 
《3) 对 任何 x ，y，zEE 到 ， 
PXT) SE PITY ply,2)., 
假设 
让 性 R" 。 
在 到 中 的 一 个 无 穷 点 列 ， 简 称 点 列 ， 是 
taiyGzr | 或 {farlien， 
其 中 每 一 个 Qi 是 并 中 的 一 个 点 。 已 给 六 中 一 个 点 列 {arhrew。 
知 存 在 一 个 点 a 区 ， 使 
limpta,a) = 0, 
则 点 a 是 唯一 的 , 而 且 我 们 说 点 列 (atjxsw 是 收 伍 的 , 它 的 极限 
是 a， 用 符号 来 表示 ， 我 们 写作 
lima: =a 。 
(3,. 3) ”很 设 
Ur 一 CITA Tn 上 全 NN， 


。 了 9 。 


ein 


a 一 《Tin 
则 
lima=a < limzs = f= + A 
当 n 二 1，2，3 时 , (3. 3) 的 成 立 可 以 由 图 形 去 体会 ,至 于 
《3. 3) 的 证 明 , 因 与 1,1) 的 证 明 类 似 , 从 上 略 、 
对 任何 一 个 苹 己 R", 添 土 这 个 极限 观念 , 我 们 称 区 为 疡 中 
的 一 个 拓扑 室 间 ,或 R" 中 一 个 子 空间 。 在 这 本 书 中 的 拓扑 宇 间 
限于 欧 氏 至 间 中 的 拓扑 空间 ， 这 一 点 与 普通 点 集 拓扑 书本 中 不 
同 ， 特 请 读者 们 留意 ， 
已 给 两 个 欧 氏 空间 中 的 拓扑 空间 
CR XTCR". 
及 一 个 果 数 
了 了 : 大 一 一 下 。 
《在 集 论 中 ,一 个 函数 ”了 :到 一 是 一 个 规则 ,使 对 任何 rEXX， 
我 们 能 够 用 那个 规则 唯一 决定 一 个 f(x》 EX'!， 称 为 z 的 映 
象 ， 比 如 说 在 微 积 分 中 ， 我 们 有 国 数 
fis jas 3， fs Ri, 
它们 的 定 文 分 别 是 
A (Ti) = 一 zx, 
az 一 ea (te 是 指数 画 数 的 底 ) 
一 一 3 
ftx) ~ 工 :2，) 
设 sa 和 区 是 一 个 点 。 恕 果 对 蕊 中 任何 一 个 以 ae 为 极限 的 收 
该 点 列 lac irenw: 乌 的 每 {Car)}en 一 证 是 入” 中 一 个 以 f(a) 为 
极限 的 收 和 伍 点 列 ， 我 们 说 函数 上 :和 -在 点 a 是 连续 的 。 若 
ff; XX 一 文 ' 在 每 一 个 点 < 拓 蕊 都 是 连续 的 ， 我 们 说 f， 无 一 多 ' 是 
连续 的 . 以 后 我 们 称 连续 函数 为 映射 。 在 这 里 我 们 应 当 注 意 
+ Dd + 


到 |， 十 面 所 此 的 ， fs fs fs RR 一 RR 都 是 映射 。 

对 任何 x' EX'， 我 们 令 

Mr) = {rE XI = rx), 
车 对 任何 xz'€EX', (x') 中 至 多 有 一 个 点 , 我 们 说 了 是 一 对 
一 的 ， 若 对 任何 x'EX',， 广 (x') 中 至 少 有 一 个 点 , 我 们 说 ff 
是 满 的 .若是 一 对 一 的 ,也 是 满 的 , 我 们 说 f 是 一 个 一 一 对 
应 。 若是 一 个 一 一 对 应 , 则 对 任何 zx’ 广 ! Cx) 中 衫 好 
只 有 一 个 点 ， 也 记 作 广 ' (xz'》 。 于 是 我 们 有 一 个 函数 
六 KX 

也 是 一 个 一 一 对 应 ， 
一 的 但 不 是 满 的 ， fs 是 满 的 但 不 是 一 对 一 的 » A 既 和 不 是 一 对 一 
的 也 不 是 满 的 ， 

如 果 :和 一 民 是 一 个 一 一 对 应 ,而且 了 与 广 ! 都 是 连续 的 ， 
我 们 称 ff， 六 一 ' 为 一 个 同 压 。 若 在 两 个 拓扑 空间 之 间 存 在 一 
个 同上 且 ， 我 们 说 它们 是 同 肚 的 .拓扑 学 是 研讨 在 同 胚 下 不 变 的 
性 压 ， 也 就 是 说 ， 凡 X 具有 的 性 质 ， 与 不 同 胚 的 XX' 都 具有 . 

(3.4) 已 给 神 CCRr， XC ,XC 及 

了 XX, pg: KX' -=X", 
而 且 令 
gf: XX" 
的 定义 为 
《EDIT = gf Cr), 

(1) 车 了 与 g 是 连续 的 ， 则 gf 亦 是 连续 的 。 

(2) 车 f 与 g 是 同上 旺 ， 则 gr 亦 是 同 且 . 

用 直观 去 体会 (3. 4) 不 困难 ,证 明 (3. 4) 亦 不 困难 ,请 读者 
依 上 自己 的 水 平 自我 处 理 。 

* 2 + 


对 任何 两 个 实数 <<5， 我 们 令 
(Ca) 一 人 和 下 |a< < bh}, 
[ea6) = {tt € Ria St < 6b)}, 
ab] = {te Rla<tEb}, 
[a6] = {te€ Ra .， 
我 们 称 (a ,5) 为 一 个 开 区 辣 ; 称 [4,8) 和 (Ca,&8] 为 毕 开 区 间 , 称 
[ae 5] 为 一 个 六 区 间 。 为 方便 起 见 , 我 们 称 一 个 实数 a 为 一 个 退 
化 的 闭 区 间 [a ,a]， 
对 任何 实数 a， 我 们 令 
《doc 一 位 所 是 |a< ty， 
[a.c0) = {EE Ra 二 +},， 
(— coora) = {iE Rif < al, 
(一 coa]= {tt€E Ra}., 
《3.57 1) (tas D(a oo0), (一 coo， 4), 民 是 相互 同 肚 的 。 
(2) [a, 8] 和 [0， 12 是 同 胚 的 
(3) [fab (a5j,[a,co),( 一 co0,a] 是 相互 同 胚 的 。 
证 明 : 这 些 结 论 可 以 由 下 面 几 个 特殊 情形 及 (3.4) 的 
2) 得 到 。 
(说 车 产 (0,17-(0 coyr[0 1 一 [0ooy,r( 一 1)0) 
一 《一 cor07f 一 1:0] 一 (一 co,0],r( 一 1,17 一 是 的 定 六 
是 


i 
/0 = HTD 
刚 了 是 一 个 同 胚 。 
ti 大 FF (C0, 1) -> (ae OD, ff;: [0, 1) +» Ta, Bb), 
(0，1] -~ Cas 51 ff; [0，1] 一 [a; 85] 的 定义 是 
ft) = (tatib, 
站 


=- 


则 三 是 一 个 局 丁 。 
Kiii) 车 ff; (0，1] 一 [0，1) 的 定义 是 
ft) 一 1 -一 了 
则 是 一 个 同 肛 . 
由 (3. 5) ,我 们 知道 长 度 不 是 一 个 拓扑 性 陆 ， 
《3. 6》 在 民 中 ,单位 加 SS' = {x EE 上 直 | xj 二 1} 与 由 一 个 
多 稀 形 的 边 所 构成 的 拓扑 空间 是 同 眶 的 。 


人 入口 公 


图 2.1 


34 基本 拓扑 概念 


对 任何 a€R 及 任何 实数 + 汪 0， 我 们 令 
Bar) = {rt Rora) < rl, 

则 Bier) 二 (a 一 ra 十 7) 是 一 个 开 区 间 , 它 的 中 点 是 a; 而 且 
它 的 长 度 等 于 2r 、 有 (ar) 是 一 个 没有 边 绿 的 圈 琢 , 它 的 中 心 
是 “而 县 它 的 半径 等 于 ”> 。 Bta,r) 是 一 个 没有 边 绿 的 球体 ， 
它 的 中 心 是 a, 而 且 它 的 半径 等 于 rr 。 我们 称 (a,r?) 为 -一 个 中 
心 是 a 而且 学 径 等 于 r 的 » 维 开 球体 . 

已 给 ”UCR 。 者 对 任何 eaE 习 ， 存 在 一 个 实数 ~>>0， 使 
Ba CD, 我们 称 忆 为 只 中 的 一 个 开 集 。 
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《4, ]) 对 任何 aE 及 r>0，B" (a, r) 是 户 中 的 一 个 
开 集 。 (这 是 我 们 称 B” ka，r) 为 一 个 # 维 开 球体 的 原因 ，,》 
证 明 ; 若 bEFBF (Ca, rr), 而 且 s==7 一 2 ap， 则 0， 而 
日 B" (6, 55) TCH" (a, fr) 。 
《4.2) (1) 空 集 好 及 是 自己 是 让 中 的 开 集 ， 
(2) 若 纪 i， 机 UU 是 上 R" 中 的 ms 个 开 集 ， 出 它们 的 交集 
如 门下 Ua 二 {zE 本 JEE ii 一 1， ma) 是 到 中 的 一 
个 开 集 ， 
《3) 者 {U1 二 A} 是 Re 中 的 一 族 开 集 ， 其 个 数 可 以 是 有 
限 , 也 可 以 是 元 限 ，( 为 了 解 得 明确 些 , 请 参阅 附录 则 它们 的 
并 集 
Lei 一 (和 R" | 存在 一 个 4 本 人 使 工 二 
是 产 中 的 一 个 开 集 ， 
证 明 : (1) 由 开 集 的 定 久 ,我们 能 药 直 接 看 到 必 及 让 自己 
是 关中 的 开 集 ， 
《2) 知 aED 门 …… 门 C。， 则 存在 正 实 数 ”， “7 Fm， 使 
Bari} CU i=l, ,hh 
将 mr，…， mm 中 最 小 的 记 作 =>， 则 
Bary CU NN 站 N U,. 
(3) 若 aE UenUi， 则 存在 一 个 xE A, 使 aEU, 于 是 存 
在 一 个 正 实数 +-， 使 
Bar) CU, Ce ， 
已 给 CF。 若 
RF= rer|lz 人 trF)} 
是 FR" 中 的 一 个 开 集 ， 我 们 称 下 为 Rr" 中 的 一 个 闭 集 . 
(4.3) 《1) 和 宝 集 安 与 自 己 是 记 中 的 闭 集 。 
(2) 基本 ，*…，F。 是 Rr 中 的 sm 个 闭 集 ， 则 它们 的 并 和 集 
+ R= 


ff Fr 1T 一 


(人 


FF 一 {zxzE€ER' | 存在 一 个 i, 使 xEF} 是 赤 中 一 个 
闭 集 ， 

C3) 若 {F|XEA} 是 R" 中 的 一 族 闭 集 ， 则 它们 的 交集 

[N= {rE RIrE FAE A 

是 产 中 的 一 个 财 集 . 

《4. 3) 的 证 明 类 似 (4. 2) 的 证 明 , 从 略 。 

《4. 4) 对 任何 A 局， 中 唯一 存在 一 个 最 小 的 闭 集 

有 4， 

使 ACA 。 我 们 称 4 为 4 在 户 中 的 闭 包 . 

证 明 : 令 

有 罗 王 人 | 三 是 昨 中 的 闭 集 ,4 二 三 )， 

则 


4 一 门 -ezF 本 
例如 在 灵 中 ， 
(aa) 一 [La,5) = tasbd] = [asd] = fa,b]. 

已 给 ae 及 。 4 在 亚 中 的 一 个 邻 域 是 一 个 包含 z 的 下 中 
的 开 集 。 

(4.5) 已 给 AC 则 一 点 aE 后 是 万 中 一 个 点 的 一 个 充 
要 和 条件 是 对 a 在 中 中 的 任何 一 个 邻 域 UU,， UN A 关 儿 ， 

已 给 一 个 关中 的 拓扑 空间 站 . 车 避 是 Rr 中 的 开 集 ,我们 


称 
XiU 

为 区 中 的 开 集 。 若 下 是 六 中 的 闭 集 ， 我 们 称 
XNF 

为 区 中 的 闲 集 . 


C4.6) 在 (4.2), C4.3), (4.4) 和 (4.5) 中 将 下 改 为 一 个 放 
得 了 全 


中 的 拓 瓜 空间 和 ,这 些 结果 人 情理 成 立 。 

(4.7) 已 给 了 CR 多 CCR" 及 一 个 函数 :XX 一 X', 则 是 

连续 的 一 个 充 要 条 件 是 对 任何 -一 个 忆 中 的 开 集 太 ， 
FU = {rE RIfz) EU') 
是 一 个 X 中 的 开 集 ， 

证 明 ， 假设 在 关中 有 一 个 开 集 到， 使 六 :7 不 是 区 中 
的 开 集 。 则 在 广 'G7) 中 存在 一 点 a, 使 对 任何 天 二 站 Ba， 
] 7 一) 着 对 每 一 个 上 EN, 取 一 点 a Pr(a， 
一 了 则 a sen 是 区 中 一 个 收 就 点 列 ; 满 足 lima， 
二 a 。 因 为 f(a) €E UU', 而 且 17 是 大 中 一 个 开 集 ,于 是 存在 一 
个 rr 半 0, 使 对 任何 x 七 训 一 UpCr yfta)) 宇 r 。 因 此 对 任 
何 志 EE N,pCFTD) fa)) 之 r+ 。 这 证 明了 了 不 是 连续 的 ， 

倒 过 来 , 假设 对 X' 中 任何 一 个 开 集 U', ff! O01) 是 天 中 
一 个 开 集 。 着 @EX， 而 且 {farhrcw 是 区 中 一 个 收效 点 列 ， 满足 
im 一 和 我们 只 要 证 明 {ff asscw 是 加 中 一 个 收 癌 点 列 。 而 
及 满足 limfa = Fa) .就 知道 了 上 是 连续 的 了 ， 

对 任何 > 全 0 和 站 有 Car) 是 XX' 中 一 个 开 集 ， 由 想 
艳 :, 人 CX' 们 Br Cf(a),7)) 是 a 的 一 个 邻 域 。 于 是 存在 一 个 下 
EN， 司 对 任何 = 十 1，KK 十 2，*…， 

a EE FX NN BO a ry)), 

即 fa) €E XN Bfla),r), 
所 以 lim/far) = ra 

(4,8) 已 给 让 C 到 ,XCR" 及 一 个 裔 数 上 X 一 不 。 则 了 是 
连续 的 一 个 充 要 条 件 是 对 忒 中 任何 -一 个 闭 集 严 ， 

FF = {rE RIF EF'} 
是 一 -个 区 中 的 闭 集 ， 
《4.9) 已 给 站 C 忆 所 ，XX'CR" 及 一 个 一 一 对 应 ff; XX 一 XX'， 
二 JD» 


删 下 列 三 个 陈述 是 等 价 的 ,就 是 说 在 三 个 陈述 中 若 有 一 个 成 立 ， 
珊 其 他 两 个 亦 成 立 。 
(i) 了 是 一 个 同 且 ，。 
(i) 对 和 任何 局 CCX ,是 革 中 的 -- 个 开 集 的 一 个 充 要 条 件 
是 10) 是 XX' 中 的 一 个 开 集 ， 
(0) 对 任何 下 忆 站 ,天 是 下 中 的 一 个 闭 集 的 一 个 充 要 条 忻 
是 .六 FF 是 XX' 中 的 一 -个 团 集 ， 
第 3 节 中 说 过 ， 长 座 、 距 离 都 不 是 拓扑 概念 现在， 由 
‘4. 9), 我 们 知道 开 集 和 财 集 是 拓扑 概念 。 因 此 , 凡是 可 以 用 开 
集 、 闭 集 来 刻 划 的 概念 ， 都 是 拓扑 概念 ， 如 下 面 将 介绍 的 连通 
性 和 紧 性 的 概念 ， 
已 给 区 CR” 。 如 果 不 存 在 区 中 两 个 开 集 和 V， 使 
UO, VB, UUVY=X, UNV=@, 
我 们 说 天 是 连通 的 。 因 为 开 集 是 -一 个 拓扑 概念 ,所 以 连通 性 质 
也 大 一 个 拓扑 概念 。 
(4. 10》[0，1] 是 连通 的 ， 
证 明 : 阁 [0，1] 不 是 连通 的 ， 则 存在 [0，1] 中 两 个 开 
集 U 相 WV， 使 
UG, Vo, UUV= [0, 1], UNvV= 0. 
在 这 里 我 们 不 妨 假 定 0EU. 令 
A= EE [0,1j| 若 0 三 ff 硅 1 则 zr ED ， 
因为 0E 4, 而 且 4C 10, 1], 于 是 由 R16 知道 唯一 存在 一 个 
七 趴 ， 江 足下 面 两 个 条 件 ; 
Ci) 对 和 皇 何 :E A, 1 入 ww'。 
(7 者 xz 是 一 个 实效， 使 对 任何 5 4， 
ty 则 天。 
若 x 所 品 , 则 存在 一 个 bE tw' ,1), 使 Fux' ,5) CCU. 于 是 (a'， 
-= Fi* 


5 一 4 与 (7 政 盾 。 

若 & EY 则 存在 一 个 az E (0 全 人 zj]C 了 。 于 是 对 
任何 1: A 三 # 二 ;与 (ii》 政 盾 . 

C4.11) 已 给 下 CR" 。 若 对 任何 ea，&EX， 存 在 一 个 映射 
a，[0，1] 一 革 , 使 a00) 一 ayagl)y = 二 8, 则 并 是 连通 的 。 

和 证明: 若 下 不 是 连通 的 , 则 存在 六 中 两 个 开 集 UU 和 VW, 使 

UG, VO, UUV=X, UNTY=, 
在 UV 中 到 一 点 a， 在 V 中 取 一 点 58。 由 假设 ， 我们 知道 有 
一 个 瞎 射 a: [10, 1 一下; 使 a(t0) = ayefl1) = 二 5。 于 是 由 (4. 6) 
知道 a 10) 和 a™'tV) 是 [0,1] 中 两 个 开 集 ,满足 
a IUD 天 好 Ja (VV) 关 名 ， 
ar U av 一 [oo,1]， 
at 门 ay 一 区 

这 表示 [L0,1] 不 是 连通 的 ,与 (4.107 矛盾 。 

由 (4. 11) ,我 们 知道 : 

《4. 12) 开 区 间 (ta,， 58)， 半 开 区 间 [ae， 玖 ，(e，5j， 以 及 
(ay， co)，[La，co),，( 一 co，b5)，( 一 co，5]， 肌 都 是 连通 的 。 

已 给 天 所 六 。 共 存在 一 个 正 实数 村 ， 使 对 任何 xEX， 
jz 到 对, 我 们 说 对 是 有 界 的 。 

区 的 一 个 开 材 瘟 是 由 一 群 藉 中 的 开 集 所 构成 的 集 BB， 使 
UveswU= 玉 .车 人 B 和 字 是 四 的 开 窒 证 ; 而 且 字 Cx, 我 们 
称 为 2 的 一 个 子 开 巴 碌 . 

车 (al ar …} 是 无 中 一 个 点 列 , 而 且 上 过 之 … 是 一 个 
目 然 数列 ， 我 们 称 

ta ， 信和 "+ } 
是 (ay 2+ … 的 一 个 子 点 列 。 
C4,13》 对 任何 关 CR"， 下列 三 个 条 件 是 等 价 的 ，。 
* 7 


(i) 革 是 请 中 一 个 有 界 的 闭 集 . 
dii) 基 的 每 一 个 开 姥 盖 有 一 个 有 限 的 于 开 和 覆盖 . 
Gii》 有 到 中 的 每 一 个 点 列 有 一 个 收 化 的 于 点 列 . 
(4. 13) 的 证 明 相 当 繁 杂 ,但 是 可 以 在 一 般 点 集 拓 扑 的 书本 
中 找到 ,所 以 从 路 。 
若 刁 到 满足 64. 13) 三 个 条 件 中 的 一 个 ,风头 亦 满 足 其 他 
两 个 条 件 。 我 们 说 式 是 紧 的 。 紧 的 概念 也 是 一 个 拓扑 概念 ， 
(4.14) (1) 若 大 志 瑟 瑟 央 ,而 且 开 是 紧 的 , 则 尖 是 区 中 
的 一 个 闭 集 ， 
(2) 若 请 X 一 下 是 一 个 满 的 映射 ， 而 且 式 是 么 的 ， 则 基 
亦 是 紧 的 。 
用 (4. 13) 去 证 明 相 当 容 易 , 请 读者 目 己 去 试 试 。 
对 任何 两 个 集 臣 和 Y， 我 们 令 
XXY= {rrE X,YyE YY}, 
这 里 的 《rz，?y)》 是 由 工 和 >y 所 构成 的 有 序 元 内 对 ,就 是 说 对 任 
何 Cr, vy) ry ENRYXY, 
(TN) = TY) 人工 一 了 ,一 
我 们 称 让 XY 了 为 到 与 Y 的 积 。 利用 积 的 概念 ， 我 们 可 以 令 
R" x R=R"'!, 
这 就 是 说 对 任何 = (zj，… x) 全 让 与 :ERR， 我 们 将 (zx， 
1) 看 作 天 ”中 的 点 (xi，…*，xzr 1{) 。， 因 此 对 任何 XC 性 R"， 
Xx [0，1] CR"+'. 
回 样 地 ， 对 任何 = 有 一 0，1，…， 
xR —R'". 
已 给 式 守 如 ， 革 全 用 及 两 个 映射 
了 六 天 一 人 。 


* 村 了 


F, KX [9，1] —-*R 
是 一 个 有 映射， 使 对 任何 + 姜 交 
Frsd) = folr), Fr) 一 六 (zy， 

我 们 说 下 是 fi。 与 于 之 间 的 一 个 同 伦 。 村 果 在 fo 与 六 之 间 树 
在 一 个 同 伦 ， 我 们 说 /与 刻 是 同 伦 的 . 

已 给 区 Cer 与 到 ' 导 本 及 两 个 映射 

f: 区 -一 全 入 2: 区- 一 人 

着 gf: 革 一 XX 与 措 等 映射 i,: 区 一 区 是 同 伦 的 (i,: 天 一 大 的 定 
尺 蚌 i tz) = 二 xz) ,而且 fg; 光一 对 与 恒 等 有 映射 zx: 蔗 ' 一 外 ' 也 
是 同 伦 的 ， 我们 说 苹 与 有 有 相同 的 同 伦 型 ， 而且 f 是 一 个 由 
X 到 XX' 的 同 伦 等 价 . 

若 户 = {xzERITz1 三 1}, 商 且 a€E 2D, 则 a 与 Dr 有 相 
周 的 同 伦 型 ， 而 且 恒 等 红 六 zi: ea~> 是 一 个 同 伦 等 价 。 

已 给 一 个 映射 入: 天 一 车 六 X= f/f(X}(= {f(z) |z 
区 }) 是 一 同 腑 ， 我们 称 ff 为 一 个 拓扑 锻 入 。 

已 给 两 个 拓扑 能 入 护 ， 万 :天 一 大， 大 天 : XX [0,1] 一 
让 是 一 个 映射 ， 使 对 任何 :EE [90， 1], (x) 一 下 (zt 定义 了 
一 个 拓扑 嵌 入 

fi: XTX——X', 

我 们 说 下 是 环 与 fi 之 间 的 一 个 同 瘦 ， 如 果 在 fo 与 1 之 间 存 
在 一 个 同 六 .我 们 说 .与 刻 是 同 疗 的 . 


3 5 几 个 不 容易 由 直觉 体会 到 的 现象 


对 性 和 何 一 个 自然 数 x， 存 在 一 个 满 的 野 射 
了 RR 
和 闻 征 


吗 ? 直觉 上 ,CR) = {FCz)lzE 吕 ;似乎 只 是 瑟 中 一 条 曲线 , 填 
不 满 户 全 部 。 但 是 这 想法 是 错 的 ,原因 是 在 直觉 中 不 会 想到 硕 
奇 古怪 的 映射 。 
首先 让 我 们 作 认 托 尔 间断 集 。 令 
Xo= [0, 11. 
则 汪 。 是 一 个 闭 区 间 , 它 的 长 度 等 于 1 。 现 在 我 们 去 掉 Xe 中 央 
长 度 等 于 173 的 开 区 间 (1/3，2/3)， 余 下 的 是 
Xi 一 [0, 1/3] YU [2/3, 1], 
由 两 个 长 度 等 于 173 的 闭 区 间 所 构成 , 接着 对 zl 中 每 全 闭 区 间 
去 掉 中 央 长 度 等 于 1/3 的 开 区 间 ， 余 下 的 是 
X= [0, 17/3:] UY [2732，3732] UU [6/3:, 7/3’] U 
[8/3:, 1]， 
由 2 个 长 度 等 于 1/3: 的 闭 区 间 所 构成 。 如 此 继续 作 下 去 ， 我 
们 得 到 一 个 无 穷 序 列 芍 集 
革 ,DODXRIDOX DR DD, 
其 中 已 是 由 ! 个 长 度 等 于 1/3:* 的 闭 区 间 所 构成 。 
bp 


这 些 集 的 交集 
D= XN X, NX = ix, 
就 是 康 托 尔 间 断 集 。 因 为 X; 是 由 # 个 长 度 等 于 1/3: 的 闭 区 间 
所 构成 , 它 的 总 长 度 等 于 2/3: 。 所 以 局 若 有 “长 度 ?” 的 话 , 它 
的 “长 度 ” 等 于 
iimn2 73 一 0。 
* FF. 


‘5,.1) 五 中 任何 一 个 数 可 以 用 无 穷 级 数 


m9 上 站 | 位 3 
4 
来 表示 ， 其 中 每 一 个 a; 等 于 0 或 2 。 再 者 ， 这 个 表示 是 唯一 
的 。 

{a jw 一 {aiyGzsy 
其 中 每 一 个 & 等 于 0 或 1 或 2， 则 无 穷 级 数 


fe] 3 


是 收 仇 的， 而 且 它 的 和 是 [0，1] 中 一 个 数 。 便 过来，[0，1] 
中 任何 一 个 数 可 以 用 这 样 的 无 穷 级 数 来 表示 。 〈〔 见 31.) 我 们 
能 够 证 明 

2 EX < 一 ai 闫 1， 


2 EE A < 2 天 1，as 天 1， 


一 般 地 ， 


ey [rr 


i 二 > 4 二 1， wh 2 天 1 。 


所 以 口中 每 一 个 数 可 以 写成 2 营 , 其 中 每 一 个 & 等 于 0 
或 2， 
急 设 如 ,全 与 可 ,分 是 中 两 个 数 ,而 且 至 少 有 一 个 
,使 as 天 名 。 我 们 则 不 妨 假定 
41 二 站， ds 二 Ps 如 一 上 s 


好 w+1 一 日 PH 一 人 


用 计算 我 们 知道 
中 了 站 


c co 人 
下 到 3* 二 - >， 3 
所 以 这 样 表示 的 方法 是 唯一 的 


(5.2) 令 
i! D— [0,1] 
的 定义 为 
=- | Lr 
上 点 mm ED el P+" 


则 g 是 一 个 满 的 映射 

证 明 ， 由 定义 我 们 知道 对 任何 +，y€D， 

I 和 yg) Sy) py) 一 区 (rr) SE yr 
所 以 &g 是 连续 的 。 

[0,1] 中 任何 一 个 数 可 以 写成 症 ，…， 兴 ,其 中 每 一 个 cs 等 于 

0 或 1。 于 是 
定 党 e D，e( 忆 他 ) = 如 ,和 . 
所 以 g 是 满 的 ， 

土 面 已 经 说 过 , 着 了 有“ 长度” 的 话 , 则 “长 度 ” 等 于 0 。 
可 是 (5. 2》 说 存在 一 个 满 的 映射 g : 一 [0;1] ， 也 就 是 说 可 
以 经 过 一 个 映射 g, 特 “长 度 ” 等 于 0 的 D, 去 填 满 一 个 长 度 等 
于 1 的 闭 区 间 ， 这 一 点 在 直觉 上 是 很 难 想 象 的 ，。 

我 们 不 难 见 到 g :+ DD 一 [50,1] 不 是 一 对 一 的 。 事 实 上 任何 
一 个 满 的 映射 #”: PP 一 [0,11 不 可 能 是 一 对 一 的 。 和 否则 的 话 ， 
我 们 可 用 (4. 14) 知道 g' 蚌 一 个 同上 肚 。 这 是 不 可 能 和 的， 原因 是 
DD 不 是 连通 的 ， 可 是 [0，1] 是 连通 的 。 

由 《5. 32) 我 们 得 到 ， 

(5.3) 令 

g:D—{0,1] 
s 时 7 


的 定义 为 
z| 袜 ,对 | =- | > 2 站 +t} 
刚 g 是 一 个 满 的 映射 。 
《5.4》 存在 一 个 满 的 映射 。 
A: L011 [0.11. 

证 明 : 令 g :1 一 = [0,1 了 为 (5. 3) 和 作 号 时 我 
们 知道 户 ==w 门 记 门 xz 和 人 对 任何 i 二 0, 1 2 tT 人 Ti 
而 日 工 一 zi 人 包 会 人 艰 个 开 区 间 ， 记 和 作 

(Cab i) j= ,F121 一 1. 
崖 者， 咏 是 fa 上; | 的 财 包 ， 于 是 我 们 可 以 作 一 个 映射 
1 [0.14 -> [0,1J 了 如下; 知 zE 呈 ， 则 
htr) = p(T); 
大 工区 (ai 本) 一 1.2 则 工 一 (1 一 站 Ga 十 二 后 (0 1) 。 
于 是 我 们 令 
hr 一 【1 一 zai) 十 的) 。 
因为 下 (万 ) = gCD) = [0,1]*, 所 以 下 是 满 的 ， 
凡是 一 个 由 闭 区 间 L0，1jJ 到 = 维 正方 体 [0，1] 的 映射 ， 
而 峙 是 满 的 . 这 一 点 在 直觉 上 是 很 难 想 象 的 。 
‘5. 5) 闻 在 一 个 满 的 上 映射 
fi:R-— hk. 

证 明 (5. 5) 有 顷 用 可 数 无 穷 的 概念 及 一 些 有 关 的 结果 。 在 这 
里 我 们 只 能 够 说 一 个 大 概 。 读 者 若 想 对 可 数 无 穷 多 了 解 些 ， 请 
参阅 附录 ， 

我 们 可 以 将 及 前 分 作 无 穷 个 长 度 等 于 1 的 闭 区 间 

[一 2 一 1 一 1.0]， [0,1], [1,2],*: 
这 些 屠 人 区间 与 整数 之 加 有 一 个 一 一 对 应 , 使 闭 区 间 [有 ,大 十 
直 了 有 


1j 的 对 应 整数 是 点 ， 
若 了 "1, 是 任何 个 这 种 全 区 辐 ， 不 一 定 相 互 不 同 ， 出 | 
TX T= {Cr Td) TE ,TE 4} 
是 扬中 一 个 边 长 等 于 1 的 nn 维 正方 体 , 这些» 维 正 方 体 的 并 集 
是 民利 用 可 数 无 穷 的 概念 ， 我 们 能 能 证 明 这 些 * 维 正方 体 与 
整数 之 间 有 一 个 一 一 对 应 。 如 果 将 与 整数 对 应 的 wm 维 正方 体 
记 作 品 ， 则 这 些 » 维 正 方 体 是 
ce 
现在 我 们 开始 作 所 求 的 喘 射 三: 尼 一 严 - 
对 储 何 一 个 整数 唯一 存在 一 点 
di 
使 
C= {a 十 了 | 工 各 [1 了 )}， 
令 
了 [类 十 172] 一 一 CC 
的 定义 为 
FT) = hh(2r 一 2) + ws 
其 中 站 是 5.4》 中 的 映射 。 于 是 我 们 得 到 一 个 满 的 喘 射 
fF: 攻 汪 十 172] -有 
因此 我 们 有 一 个 满 的 映射 
了 
使 对 任何 整数 上 及 任何 上 GE (0,1)， 
FC 一 上 ( 二 十 1727 tk 二 + 1)) 
一 (1 一 间 7 12) 十 Er 十 1)， 


" 


$6 维 数 是 一 个 拓扑 概念 吗 


在 第 2 节 中 ,我们 用 线性 的 性 质 来 定义 维 数 。 者 se …，* am 


RR" 是 独立 的 ， 就 是 说 对 任何 rm， "三 
ro 十 "十 rm 一 0; roao 十 "十 rnan 二 如 
ro 二 "Cp 0 


则 

{rodqo 十 … 十 ruddm [Fos sr ER 十 恒 和 十 r= 二 lr 
是 一 个 唯一 的 m 维 平 面 ,通过 20 ,a 等 可 十 1 个 点 。 因为 
线性 的 性 质 不 是 一 个 拓扑 概念 ,我们 不 能 够 用 这 个 定义 来 决定 ， 
维 数 是 不 是 一 个 拓扑 概念 。 在 (5. 5) 中 我 们 知道 疗 在 一 个 由 奸 
到 R 的 满 的 映射 。 于 是 我 们 不 得 不 考虑 对 两 个 不 同 的 自然 数 
好 与 姑 ， 是 否 可 能 存在 一 个 由 中 到 有 开 的 同 肛 。 恕 果 存 在 一 个 
由 Re" 到 R" 的 同 有 眶 ， 则 维 数 就 不 是 一 个 折 扑 概念 了 。 

事实 上 维 数 是 一 个 拓扑 概念 ， 只 是 证 明 起 来 很 不 容易 。 在 
这 里 我 们 要 提 到 一 本 书 ， 即 胡 列 维 蕊 (Hurewicz) 和 凡 尔 门 
CWallman) 合 著 的 维 数 论 。 用 不 同 的 拓扑 观点 ,对 维 数 作 详尽 
的 讨论 。 的 确 是 一 本 杰出 的 数学 课本 。 不 过 这 本 书 要 求 读者 具 
有 现代 数学 的 知识 ， 对 象 只 是 读数 学 专业 的 高 年 级 本 科 生 和 研 
究 生 ， 对 大 多 数 我 们 的 读者 ， 帮 不 上 什么 忙 。 

在 这 一 节 中 我 们 选 一 个 比较 容易 懂 的 方法 ， 来 说 明 如 和 何 用 
拓扑 的 观点 ， 来 说 明 维 数 的 概念 ， 也 说 明 为 什么 维 教 是 一 个 拓 
扑 概 念 。 在 这 里 我 们 要 提醒 该 者 , 我 们 只 在 说 明 , 不 要 求 严格 ， 
更 谈 不 到 证 明 。 

已 给 XCCR ,车 人 与 是 允 的 开 覆 盖 ， 使 对 任何 VE 

* + 


>y”， 存 在 一 个 UE 满足 VCU， 我 们 称 > 为 2 的 一 个 加 
细 覆 盖 . 

如 果 六 有 下 面 两 条 性 质 ， 我 们 说 zx 的 覆 音 维 数 等 于 六 。 

(天 的 任何 一 个 开 材 盖 有 一 个 加 细 团 盖 祁 ,使 对 任何 
相互 不 同 的 m2 他， be Vs， 有 和 了 rz 一刀。 

(2X 有 一 个 并 覆盖 宏 ,使 对 人 的 任何 一 个 匣 细 覆盖 学 ， 
存在 相互 不 同 的 兰 十 1 个 六 ，…，Y 和 2 ， 满 足 

门生 门 六 天安 。 

很 明显 地 ， 覆 盖 维 数 是 一 个 拓扑 概念 ，。 

C6. 1) R" 中 的 普 维 平面 的 草 盖 维 数 等 于 和 六。 

由 (6. 1)， 我 们 知道 维 数 是 一 个 拓扑 概念 、〈6. 1) 的 证 明 
相当 困难 ， 在 下 面 我 们 说 明 * 一 2 的 情形 ，n = 二 1 的 情形 比较 简 
单 ， 读 者 不 妨 自 己 去 试 试 。 

对 RR* 现在 我 们 用 极 坐 标 。 若 形 上 一 点 书 的 极 坐 标 是 《〈r， 
9) ,那么 极点 OO 到 点 PP 的 距离 等 于 r+, 而且 极 轴 OA 到 OP 的 角度 
等 于 8， 

已 给 中 的 一 个 开 覆 盖 名， 我 们 


逢 望 作 一 个 人 的 加 细 覆 盖 学 ， 使 对 F 
任何 相互 不 同 的 TY:, Ta:， VE , F 
VV NV NV =Z., 和 
先 找 yo 人 0 使 开 集 心 A 
{Cr6)|r 二 so:8 任意 } 转 2.2 


包含 在 某 一 个 UE 之 中 , 其 次 找 5 
六 so 这 和 六 0 及 一 个 正 整 数 4 使 对 任何 j=1, 2 开 集 
{rs ro Da OL Dr 
包含 在 某 一 个 UE 之 中 ， 再 其 次 找 S17 st > 32 > 划一 个 fi 
的 倍数 1,， 使 对 任何 j=], *"*, 2ts, 开 集 
* i= 


{rd ss < ro Tn/ < 日 < 《2 十 3272fo) 

包含 在 某 一 个 UE 之 中 。- 一 般 而 论 ， 我 们 可 以 找到 
0 
| Sh < 31 < 
及 正 整 数 
fl Tre 

使 满足 下 面 的 条 件 。 

1 当 二 汇 限 增 大 时 ，s 亦 无 限 增 大 。 

2.，2 是 二 的 倍数 。 

3， 若 丰 是 奇数 时 ， 则 对 任何 7 二 1，…，24:， 开 集 

全 六 人 | 一 

包含 在 某 一 个 UE 之 中 ; 车 直 是 偶数 时 , 则 对 任何 j 一 1，…， 
2 ， 开 集 

让 人) | < Ss (2 一 Ln/2t < 人 < (2 十 3)x /2t,1 
包含 在 菜 一 个 UE 之 中 ， 

这 些 作出 的 开 集 的 全 体 构 成 一 个 2 的 加 细 覆 盖 .我 
们 不 难 见 到 对 任何 相互 不 同 的 Vi, Vs Vi VE ,VNnY, 几 
VMNV, 一 名 。 再 者 ， 我 们 能 通 证 明 对 任何 一 个 > 的 加 细 蓝 盖 
% ,存在 3 个 相互 不 同 的 研 / ,WWE%W, 使 W, 站 Wi; 门 W， 
关 台 。 所 以 六 的 覆盖 维 数 等 于 2 。 
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全 
甩 " 一 ? 维 欧 氏 空 间 
"= {rE Rlz, 宇 0}., 

已 给 宫 对 CR” 。 车 任何 xE€EM 有 一 个 邻 域 上 UU，( 就 是 说 UU 是 
MM 中 的 一 个 开 集 , 满足 xEM,) 同上 胚 于 直 或 HH", 我们 称 必 为 
一 个 二 维 拓扑 流 形 ， 简 称 ” 维 流 形 。 我 们 之 所 以 能 够 有 维 拓 
扑 流 形 的 概念 ， 是 因为 维 数 是 一 个 拓扑 概念 。 这 说 明了 上 一 节 
的 重要 性 ， 

《7, 1) 例子 。 

(1 《ay 5 Le， bra， Bl，[a, 5] 是 1 维 流 形 ， 

《2) R"，H" 是 维 流 形 ， 

《3) n 维 单位 球面 S" == {x 拟态 :zl 二 1 是 一 个 = 维 
流 形 。 

= 


4) 开 *# 维 单位 球体 B85"= {rer 1 二 < (= 二 B* 0， 
1)) 和 闭 = 维 单位 球体 妨 = {zxERri 上 zi 三 1} (=B") 是 x 维 
流 形 。 
《5) 大 好 是 一 个 了 维 流 形 ， 而 且 闻 是 对 中 一 个 不 等 于 名 
的 开 集 ， 则 是 一 个 n 维 流 形 ， 
《7.2) 对 任何 一 个 5 维 流 形 M，M 的 边缘 
ani 
是 MM 的 一 个 子 集 ， 使 对 尾 何 xEM， 
rEaM<—z 在 必 中 的 任何 一 个 邻 域 与 R" 不 同 凸 . 
则 2M 或 是 名 或 是 一 个 wn 一 1 维 流 形 。 车 3M== 儿 ,我 们 称 jM 为 
一 个 无 边缘 = 维 流 形 ， 再 者 , 若 32M 关 名 则 ah 是 一 个 无 边缘 
n 一 1 维 流 形 ， 即 XKanf = 儿 ，、 
证 明 (7.2) 并 不 容易 ,在 这 里 难 对 读者 说 得 更 清楚 些 。 不 
过 我 们 仍旧 希望 读者 利用 (7.1) 中 所 给 的 例子 ,去 体会 一 个 a 维 
流 形 的 边缘 . 在 这 些 例子 中 , 除 无 边缘 流 形 外 ,其 他 流 形 的 边缘 
是 如 下 : 
La,58) 一 {a}, 就 是 说 3[a,8) 中 只 有 一 点 ae， 
Nab] = 6}, 
das] = {ab} = {a} UY {8}, 
a = {rz € HH'|z, = 0}, 
dr 一 .3 ， 
aid = M' NM a , 
(7. 3) 若 用 是 一 个 nn 维 流 形 , M' 是 一 个 n' 维 流 形 , 则 MX 
及 是 一 个 站 十 区 维 流 形 ， 而 且 
AM x M)=aNMNxMWUUMXx a . 
如 果 对 和 4 是 (7.1) 中 所 给 的 流 形 、 我 们 容易 见 到 
《7. 3) 是 成 立 的 。 希望 读者 能 够 利用 这 个 启示 ， 去 给 (7. 3) 一 
+» dd* 


个 证 明 。 
《7.4) 已 给 一 个 维 流 形 好 。 对 任何 aEaM， 令 
a7,. 一 {zE ai 存在 一 个 映射 ws: 上 [0,1] 一族, 使 ac0) 
一 Gafl》 一 工 》。 
则 每 一 个 邓 . 是 M 中 的 一 个 开 集 ,于 是 亦 是 一 个 # 维 流 形 。 再 
者 ， 对 任何 a,，5EM， 
bE MM,= Ma € M,. 
证 明 : 假设 5€ MM 。 出 存在 一 个 映射 
a: [0,.1]—— M, 
使 wx(07 = 一 a,at1) = 二 56 。 尖 为 MM 是 一 个 维 流 形 ， 存 在 一 个 6 
在 M 中 的 邻 域 UU 向 且 于 产 或 BH" . 于 是 对 任何 zEU， 存 在 
一 个 映射 
BB: [0 1] 一 人 
使 B80) 二 8&8,B(1) 一 二 。 因 此 我 们 有 一 个 映射 
YY : [0 1 | 一 MM, 
它 的 定义 是 
yety = rt2t), 0 三 tt 夺 1/32， 
BO2t — 1), t/2 近 上 之 1 。 
因为 YI0)7 一 axfl) 一 工 所 以 zz 和 向 这 证 明了 六 二 时 
由 这 结果 我 们 知道 对 任何 5€E M,，M, 包含 一 个 5 在 峙 中 
的 邻 域 。 所 以 MM, 是 中 的 一 个 开 集 。 
对 任何 zE€ MM;， 存 在 一 个 映射 
ae: [0,1]—r MM, 
使 8(0) = 5,8(1) = x .同样 地 ,我 们 有 一 个 映射 
:0,1]— MM, 
使 7Y(0) = a,7YQ) = x, 于 是 z € M,. 这 证 明了 M,CM,， 
令 
办 5" 


ce 0 一 一 
的 定义 为 
oft) = a(tl— (+t). 
则 of 是 一 个 映射 满足 w go) 一 8a (1) 一 a 。 于 是 a€ MM 因 
此 由 上 者 结果 知道 MCA ， 这 证 明了 
M,—M,. 

《7?7.5) 已 给 -- 个 nn 维 流 形 上。 出 对 和 任何 aEM, 在 (7.4}) 
中 所 作 的 4 是 M 中 一 个 最 大 的 连通 子 集 . 称 作 MY 的 一 个 连通 
分 支 。 

证 明 : 由 4.11)。 我 们 知道 Mi 是 好 的 一 个 连通 子 集 。 

假设 式 是 对 的 一 个 连通 子 集 ,满足 aeE 蕊 。 由 57. 4) 我们 
知道 M, 与 M 一 M,== ,erm M, 是 M 中 的 两 个 开 集 ,它们 的 
交集 是 点 。 于 是 天 门 M, 与 革 一 MM, 是 把 中 的 两 个 开 集 ,它们 的 
交集 挛 是 癌 , 因 为 外 人 门 呆 ,隆信 ,而 且 X 是 连通 的 ,所 以 多 一 MM 
二 训 或 下 CCM。 这 证 明了 Mi 是 1 中 一 个 最 大 的 连通 子 尝 。 

《7. 6) 任何 一 个 关 维 流 形 好 是 由 可 数 个 连通 = 维 流 形 所 
构成 。 在 这 些 连通 = 维 流 形 中 , 每 一 个 是 M 中 的 开 集 , 而 县 任 
何不 同 两 个 的 交集 是 所。 

证 明 : 关于 可 数 个 的 概念 及 讨论 、 请 读者 参阅 附录 ， 

由 《7. 5) ， 我 们 知道 M 是 由 它 的 连通 分 支 所 构成 ， 每 一 个 
连通 分 支 是 M 中 的 一 个 开 集 ,于 是 是 一 个 连通 维 流 形 。 再 
者 ， 任 何 两 个 连 冲 分 支 的 交集 是 名 ，。 

假设 MCR” ， 我 们 能 够 对 MM 的 每 一 个 连通 分 支 M' 作 一 
个 R" 中 的 开 集 避 ， 使 

UNM=M. 
同时 使 这 些 开 集 U 相互 之 间 的 交集 是 儿 。 所 以 我 们 只 有 可 数 
个 吕 ， 于 是 只 有 可 数 个 M 
各 可 看 * 


$8 1 维 流 形 


出 《7.6) ,我 们 知道 任何 一 个 1 维 流 形 是 由 可 数 个 连通 1 维 
流 形 构 成 的 。 所 以 只 要 知道 一 般 性 的 连通 1 维 流 形 ， 就 知道 一 
般 性 的 1 维 流 形 。 

我 们 已 经 知道 

R, S', [0, o>2), [0, 1] 
是 连通 1 维 流 形 ， 其 中 民 和 33: 是 无 边缘 的 ， 但 [0，ce) 和 
[0. 1] 则 不 是 ; 又 SS 和 [0.、1] 是 紧 的 , 但 是 和 [0，oo) 则 
不 是 。 所 以 这 四 个 1 维 流 形 相互 之 间 不 同 有 是。 在 这 一 节 中 ， 我 
们 要 证明 任何 一 个 连通 1 维 流 形 同 胚 于 这 四 个 中 的 一 个 。 

《8. 17 任何 一 个 紧 的 无 边缘 的 连通 1 维 流 形 与 3 打 胚 ， 

证 明 : 已 给 一 个 紧 的 无 边缘 的 连通 1 维 流 形 时 。 则 和 任何 
EM 有 一 个 分 域 吕 ， 使 U 同 胚 于 (0，1)， 而 且 口 同 手 于 [0， 
11，。 

因为 M 是 紧 的 ， 所 以 存在 有 限 个 这 种 邻 域 

Us, Us, :+ U, 
司 它 们 的 并 集 竺 于 对 。 在 这 里 我 们 不 妨 假 定 这 7+ 个 邻 域 中 的 
任何 -一 全 是 不 可 以 或 缺 的 ,这 就 是 说 少 了 r 个 中 任何 的 一 个 , 它 
们 的 并 集 就 不 等 于 了 ， 
令 
Di—U= {a b), f=], ‘+, ps 
则 疡 是 已 :UDC 中 一 个 点 ,于 是 我 们 不 妨 假 定 加 EU 。 因 
为 BE 吕 0, 一 上 ,而 且 U; 是 5 在 JM 中 韵 一 个 邻 域 , 由 (4.5) 我 
们 知道 门 5 天 全 。 
击 对 六 


息 设 C 是 UNMU; 的 一 个 连通 分 支 《 厚 47- 57) ， 则 
C—C= {c,d}. 
因为 UU 一 UUU, 关 MM，U 内 包含 与 d 两 点 中 的 一 个 点 ， 
而 且 另 一 点 包含 在 U; 中 。 于 是 我 们 不 妨 假 设 
ED, detU,. 


a 


图 3.1 
车 上 个 U0; 中 只 有 一 个 连通 分 支局， 我 们 不 妨 假 定 
c=dss d=b 。 
于 是 避 UU, 与 人 0，1) 同 旺 。 如 图 3.2 所 示 ,， UMU; 中 可 能 
有 两 个 连通 分 支 。 
在 这 情形 下 , r=2 而 且 M= 
U,UU; 与 S$' 同 腑 ， 
再 者 ， 我们 不 难 匈 到 ULNU; 中 
不 可 能 有 两 个 以 上 连通 分 支 . 
一 般 来 说 ， 我 们 不 妨 假定 
UNUAG, UNV , *, 
Ui 人 nV. 隆 忆 .于 是 对 任何 = 1， 
er 中 内 六 A 
有 一 个 连通 分 支 ， 而 县 遍 品 ， 国 3.2 
与 (0, 1) 同 肥 。 因为 材 是 紧 的 ,0 
U5》 门 避 中 有 两 个 连通 分 支 ， 于 是 M=U,U… UU 
与 $' 同 有 是 。 


4 寺 = 


‘8,2) 任何 一 个 紧 的 有 边缘 的 连通 1 维 流 形 与 [0, 1] 同 
胚 ， 

证 明 ; 这 个 证 明 与 (8. 1) 的 证 明 大 同 小 异 。 已 给 一 个 紧 的 
有 边缘 的 连通 1 维 流 形 MM 。 对 任何 xE3M, zz 在 好 中 有 一 个 
邻 域 U 同上 胚 于 [0, 1) 而 且 如 同上 有 于 [0,1], 对 任何 x€M 一 
aM， 工 在 M 中 有 一 个 邻 域 U 同 有 旺 于 (0，1)， 而 且 U 同 且 于 
[0, 1]」 .因为 MM 是 紧 的 ， 所 以 存在 有 限 个 这 种 邻 域 

Ui Us os, 7, 
使 它们 的 并 集 等 于 好 。 因 为 aa 天 好 ,我 们 不 妨 假 定 如 | 同 凸 于 
[0, 1) 。 如 在 (8.1) 证 明 中 一 样 , 我 们 还 可 以 假定 这 * 个 邻 域 
中 的 任何 一 个 是 不 可 以 或 起 的 ， 而 且 
NU UNUAG, ,UNMNU,AG,. 

因为 M 是 连通 的 ， 我 们 不 难 见 到 CU;, 机 已 同 肚 于 (0, 
1)》， 而 且 对 任何 下 一 2，…，r 一 1，[ 六 im 同 胚 于 [0,1)。 
因为 M 是 紧 的 ， 所 以 U 同 肚 于 [0，1)7， 而 且 时 一 六 局 ……UUC， 
同 且 于 [0, 1 。 

(8.3) ” 阁 村 是 一 个 非 紧 的 无 边缘 的 连通 1 维 流 形 , 而 且 
a : [0,1] 一 M 是 一 个 映射 , 则 al[0 ,1]) 或 是 一 个 点 或 与 [0， 
1j」 后 胚 。 

证 明 : 由 《4. 13》 (ip ， 我 们 知道 [0，1] 是 紧 的 。 于 是 由 
(4.14) 的 《2)， 我 们 知道 ※([0,1]) 亦 是 紧 的 , 

每 一 个 工 at[0,1]y 有 一 个 在 M 中 的 邻 域 芒 同上 是 于 《0， 
1) 。 因为 <#([0,1J) 是 紧 的 , 于 是 存在 有 限 个 这 种 邻 域 ZN，…， 
U,, 使 xtt0:1] CU U… UU,。， 如 在 《8.1) 的 证 明 中 一 样 ， 
我 们 不 妨 假定 对 任何 有 上 =， 一 1，( 人 NU …UDD NU 中 
只 有 一 个 连通 分 支 。 于 是 UU… UU 同上 肪 于 (0, 1) 或 3: 。 
因为 时 是 一 个 非 紧 的 无 边缘 的 连通 1 维 流 形 , 其 中 不 可 能 有 一 
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个 开 罕 同上 是 于 SS: 、， 所 以 UU UU 同上 用 于 (0， 1) 或 有 R， 

令 让: LU:UU 一 R 为 一 个 同 肚 .利用 实数 的 性 质 
R16， 我 们 知道 fo 《 【90,1j》 中 有 一 个 最 小 的 实数 a 和 一 个 最 
大 的 实数 5,a 三 b 。 因 为 fa([9,1) 是 连通 的 。 所 以 fac[0,1j)》 
= [a.bil. 

8.4》 若 邮 是 -个 非 紧 的 苑 边缘 的 连通 1 维 流 形 ， 而 且 a 
MM,; 则 MM 一 {a} 只 有 两 个 连通 分 六 C 与 C， 而 且 C 与 C: 是 
非 紧 的 有 边缘 的 连通 1 维 流 形 ， 同 肪 于 [0，c 7?， 而 且 

CC: = aC = dC = {a}., 

证 明 ; a 在 以 中 有 一 个 邻 瑶 UU 同上 且 于 RR。 令 :R=U 为 
一 个 和 辣 胚 使 (0) =a 。 则 在 MM 一 {a} 中 有 一 个 连通 分 支 C| 使 
(1) cec。 于 基 C 是 一 个 非 紧 的 无 边缘 的 连通 1 维 流 形 , 而 
且 a€CO,, 

不 包含 一 1) .不然 的 话 , 则 存在 一 个 映射 4: [0,1] 
CHM 一 {a}, 使 at0) 二 了 了 (1al1) 二 1( 一 1)。 由 (838.3)， 
我 们 知道 at[0,1j) 同 肛 于 [90,1] 。 于 是 a([0,1]》UUV 同上 胚 于 
ss ， 这 是 不 可 能 的 ， 

令 C; 为 村 一 ta} 中 包含 了 (一 1) 的 连通 分 支 。 同样 地 , 必 ， 
是 一 个 非 紧 的 无 边缘 的 连通 1 维 流 形 ， 而 且 a€5， 

于 一 {ta} 不 可 能 有 第 三 个 连通 分 支 C,， 不 热 的 话 , aE€ CC,， 
于 是 Ca 站 D 天 妇 。 所 以 (8.4)7 成 立 。 

(8.5》 车 夺 是 一 个 非 紧 的 无 边缘 的 连通 1 维 流 形 , 而 且 
遇 与 5 是 M 上 两 个 不 同 点 ， 则 时 一 tla, b} 有 3 个 连通 分 支 C+ 
Cs 与 Ca， 使 

人 = U {a} ,Cs = CU {a,b} "Cs = Cs it。 
其 中 上 与 已 不 是 紧 的 ,但 C: 是 紧 的 。 
证 明 由 (BD,. 4)， 我 们 知道 M— Ila} 有 两 个 连通 分 支 CI 与 
- HO" 


,使 bE€ECl 。 因 为 C 亦 是 一 个 非 紧 的 无 边缘 的 连通 1 维 流 
形 ，C 〇 -~- {5} 有 两 个 连通 分 支 Cs 与 Cs 。 因 为 
dai=CC,, a&CNN CC 

我 们 不 妨 假 没 2EC， 于 是 (8, 5) 成立。 

(8.6} ”若是 一 个 非 紧 的 有 边缘 的 连通 1 维 流 形 , 而 且 
并 中 只 有 一 点 ao 则 于 与 [0， co) 操 腔 。 

证 明 : 假设 MCR” 。 因为 R* 间 肛 于 B* 二 {zER | 工 | 
三 1}， 我 们 不 妨 假 设 

MCB". 

因为 MM 不 是 紧 的 ,由 (4- 13) 我 们 知道 不 是 RY 中 的 一 
个 闭 集 。 于 是 财 在 R* 中 的 装 包 机 中 有 一 点 e 不 属于 复 。 念 
iariren 图 2M 中 一 个 点 列 ， 使 limas 一 a 。 

由 {8. 3) ,我 们 知道 对 任何 E N,M 一 {tas} 有 两 个 连通 分 
支 Ce 与 Cs 使 ecEcCs 。 于 是 全 =CU ta} 是 一 个 紧 的 有 边 毕 
的 连通 1 维 流 形 。 由 (8. 2). 我 们 知道 已 与 [0，1] 同 是 。 

因为 (arjzew 可 以 用 它 的 一 个 子 点 列 来 代替 ， 我 们 不 妨 假 定 


ax+1 丰 Cs 天生 本 。 于 是 村 一 Uc, 是 mm 中 前 一 个 开 集 ;而且 
EM 

再 者 ， 我 们 能 喜 作 一 个 同 肛 

ps: [0, 50) 一 一 时 

使 对 任何 KEN, pC[0 ,4]) =C,. 

车 1 和 关 1, 我 们 能 够 利用 4 的 连通 性 质 找 到 一 点 bE 对 站 
有。 令 U 为 5 的 一 个 邻 域 , 同 肽 于 (0,1) 。 则 UN M' 中 只 有 
一 个 连通 分 支 , 亦 同上 且 于 (0,1) 。 于 是 MU 18} CM ,而且 同 肪 
于 [09, 1j， 与 aE 本 一 好 了 矛盾。 

由 《8. 4》 和 (8. 6) ,我 们 得 到 

* 上 了。 


(8. 7) 任何 一 个 非 紧 的 无 边缘 的 连通 1 维 流 形 与 尺 同 肛 . 
《8. 8) 任何 一 个 连通 1 维 流 形 与 
Ss!, R, [0, oo), [0, 1] 

中 的 一 个 同 有 是 

证 明 ; 已 给 一 个 连通 1 维 流 形 MM。 若是 紧 的 ， 我 们 由 
《8. 1 ) 和 (C8.2) 知道 前 同 肚 于 S' 和 [06,1] 中 的 一 个 。 若 上 时 不 是 
紧 的 ,我 们 只 要 证 明 3M 中 至 多 有 一 个 点 ,就 可 以 由 (8.6) 和 
《8. 7) 知道 MY 同 肛 于 [6，co》 和 中 中 的 一 个 ， 

车 MM 不 是 紧 的 ， 而且 3M 中 有 两 个 不 同 点 a 和 455， 则 

tay LU CM — aM , {6} LU OM 一 友人) 

是 非 紧 的 连通 1 维 流 形 ， 而且 它们 的 边缘 中 只 包含 一 点 。 由 
(8. 6)， 我 们 知道 它们 与 [0，oo) 同 是 ; 由 (8.7)， 我 们 知道 
它们 的 交集 与 丸 同 有 眶 。 所 以 对 与 [0, 1] 同 胚 , 与 M 是 非 紧 的 
假设 矛盾 。 

利用 (7.6), 我 们 现在 能 够 在 如 作 最 一 般 的 1 维 流 形 
如 下 : 

对 性 何 EEN, 令 虹 为 

{TE RR— l,i} 
的 一 个 子 集 , 或 是 必 , 或 是 一 个 连通 1 维 流 形 ， 同 胚 于 S', RR， 
[0，se)，[0，1] 中 的 一 个 。 若 
M5= (jm, 天 个 ， 


则 MM 是 一 个 1 维 流 形 , 再 者 , 任何 一 个 1 维 流 形 必定 同 肛 于 这 
样 作成 的 MM 中 的 一 个 。 
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39 加 强 约 当 曲 线 定理 


讨论 了 1 维 流 形 之 后 ,很 目 然 地 我 们 希望 继续 讨论 2 维 及 
高 维 的 流 形 。 再 者 ， 数 学 的 发 展 是 包 方 面 的 。 对 2 维 流 形 的 了 
解 有 助 于 复 函 数 黎 曼 曲面 的 研讨 。 对 一 般 流 形 的 了 解 亦 有 助 于 
柳 曼 几何 的 研讨 。 

由 (8. 5) 我 们 知道 , 者 对 是 及 中 一 个 流 形 ， 同 且 于 3", 则 
RR 一 MM 中 只 有 一 个 有 界 的 连通 分 支 C， 而 且 C 与 Di 一 {zrER| 
[zx1 硅 让 } 同 肚 ， 所 以 我 们 自然 地 考虑 到 下 面 的 两 个 问题 车 邮 
是 Rr 中 一 个 流 形 , 同 且 于 S"',n 半 1, 那么 在 中 一 时 中 是 否 只 
有 一 个 有 界 的 连通 分 支 C? 如 果 有 了 CC,C 是 否 与 一 {7ER 
1 川中 三 1} 同 胚 ? 

加 强 约 当 赐 线 定理 就 是 对 这 两 个 问题 在 w= 二 2 时 给 肯定 的 
回答 。 这 结果 在 讨论 2 维 流 形 时 是 十 分 有 用 的 ， 

在 M 是 一 个 在 R* 中 的 1 维 流 形 , 同 胚 于 S', 我 们 称 邓 为 
一 条 在 R* 中 的 简单 闭 曲 线 . 

(9. 1) 约 当 曲线 定理 若 M 是 一 条 在 E 中 的 简单 闵 曲 
线 , 则 及 一 af 有 两 个 连通 分 支 ,而 且 其 中 只 有 一 个 是 有 界 的 。 

大 邮 是 一 个 贺 , 或 一 个 三 角形 , 或 一 个 正 儿 角形, (9. 1) 是 


很 明显 的 ， 而 且 Re 一 M 中 有 界 的 连通 分 支 就 是 M 的 内 部 ， 


~ 
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若 M 是 图 3.,4 的 简单 闭 曲 线 ， (9.1) 就 不 明显 了 ， 


图 3-4 

在 (9.1) 中 我 们 只 假设 计 与 5; 同 且 。 尤其 在 读 了 第 5, 6 
两 节 之 后 ,我 们 没有 把 握 去 想像 1 的 形态 。 这 是 证 明 (9. 1) 的 
难处 。 在 下 面 我 们 只 对 一 个 特殊 情形 给 一 个 证 明 。 

借 这 个 机 会 我 们 青 提醒 读者 们 一 声 。 在 这 本 书 中 的 证 明 凶 
半 是 马马虎虎 ， 不 求 严格 。 量 的 只 是 帮助 读者 了 解 所 说 的 内 
容 。 从 这 里 开始 ,能 给 证 明 的 地 方 鳃 来 优 少 了 、。 如 (9. 1) 一 样 ， 
我 们 尚 能 对 一 个 特 吻 情形 给 证 明 , 已 经 算 不 错 了 。 在 许多 地 方 ， 
我 们 根本 没有 办 法 谈 证 明 ， 只 好 
轻描淡写 ,说 说 算 了 ， 

我 们 要 证 明 的 (9. 1) 的 特殊 
情形 ,是 假设 由 一 个 不 规则 的 
包租 形 的 边 所 构成 。 因 为 材 共 
包含 有 限 条 线段 ， 于 是 存在 一 方 
阿 不 平行 其 中 和 任何 一 条 ， 在 这 里 
我 们 不 妨 设 这 方向 是 水 平方 向 ， 图 35 
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奋 : 是 一 条 水 平 直 线 , 则 2 
MM 可 能 是 空 集 包 也 可 能 包含 有 
限 个 点 

PP» Per r+» PP,, a 

如 果 Pi 不 是 名 角形 M 的 顶点， 
我 们 将 户 : 留 下 来 。 如 果 PP 是 多 图 3.6 
角形 M 的 一 个 顶点， 而 有 包含 
P 的 两 某 边 中 一 在 上 的 上 面 另 


一 在 ! 的 下 面 , 我 们 仍 将 Pi 留 下 
顶点 + 而 且 包 含 P, 的 两 条 边 都 在 ! 


1 的 上 面 或 都 在 ! 的 下 面 ,我 们 则 1 
将 PP; 去 掉 。 困 3 了 
已 给 一 个 点 PEL 一 MM, 若 在 
z 的 左边 有 偶数 个 留 下 来 的 P,， 
我 们 称 PP 为 偶 点 。 若 在 ! 的 左边 
有 奇数 个 留 于 来 的 PP， 我 们 称 忆 1 ， 
为 奇 点 。 令 
CO. 二 所 有 帽 点 所 构成 的 集 ， 
Cs。 二 所 有 奇 点 所 构成 的 集 ， 
则 C. 与 C, 是 R* 中 的 开 集 , 而 且 图 3.4 
CIC,=R:— MM, 
CCo= 训 。 
现在 将 z 由 下 向 上 移动 。 因 为 M 是 有 界 的 ， 所 以 当 / 在 很 
低 时 LNM= 名, 于 是 所 有 :上 的 点 都 是 偶 点 。 在 移动 时 首先 届 
到 2NM 关 名 的 情形 是 ! 门 M 只 包 人 洁 多 角形 的 顶点 。 国 为 包 合 
每 一 顶点 的 两 条 边 都 在 ! 的 上 面 ,我 们 去 掉 所 有 这 些 顶点 ,于 是 
» 55* 


所 有 i 一 M 上 的 点 都 是 偶 点 。 再 将 上 稍稍 移 上 一 点 , 则 人 NM 中 
的 点 没有 一 个 是 顶点 ， 于 是 全 部 都 留 下 来 ， 个 数 是 偶数 。 

一 般 来 说 ， 对 一 条 水 平 直线 z，t 门 邓 中 留 下 来 的 点 的 个 数 
是 偶数 、 当 i 由 下 向 上 移动 时 ， 只 在 ! 经 过 M 的 项 点 时 ， 对 应 
的 偶数 才 可 能 改变 ， 而且 增 减 的 数 亦 是 偶数 。 

在 由 的 两 状 各 作 一 个 类 似 的 多 角形 M' 与 好, 使 包含 在 时 
一 闻 中 ， 而 且 很 接近 4。 着 好 包含 一 个 偶 点 ， 则 

MCC., MCOC,. 


围 3.9 


对 任何 了 P，QEC.， 在 在 一 条 折线 4CC. 连接 P 与 Q .如 
图 中 所 示 , 我 们 可 令 4 由 叶 的 一 部 分 与 两 线段 PP' 及 QG 所 构 
成 , 其 中 P,Q&' EM 。 由 这 结果 , 我 们 知道 C. 是 连通 的 。 同 样 
地 ，C。 亦 是 连通 的 . 

* Ho» 


再 者 ， 我 们 不 难 见 到 Ce 是 有 界 的 ，C. 则 不 是 ， 

(3.2) 若 时 是 一 条 在 形 中 的 篇 单 古 曲线, 而 且 C 与 Cr 
分 别 为 如一 中 非 有 界 的 和 有 界 的 连通 分 支 ， 则 妃 。 同 有 是 于 产 : 
一 {zt 请 | 工 夸 1i， 而 且 忆 同上 肚 于 D2: 一 1 一 {rE€ER10 
<|z| 硅 1} 。 

《9. 2) 的 证 明 比 (9. 1) 的 证 明 困 难 。 即 使 在 好 为 一 多 前 形 
的 假设 下 亦 不 容易 。 读 者 应 该 先 想 想 邮 是 一 个 三 角形 时 应 如 
何 , 理想 想 MM 是 一 个 四 角形 时 又 如 何 。 由 此 推导 下 去 , 才 可 能 
在 MM 为 一 个 多 角形 时 ， 得 到 一 个 (9. 2) 的 证 明 。 

加强 约 当 定理 就 是 指 将 (9. 1) 和 (9. 2) 结合 在 一 起 的 结 
果 。 

现在 回 到 当初 提出 的 向 题 。 已 给 一 个 在 Rr 中 的 流 形 MM， 
同 肥 于 S ,2? 衬 2 。 我 们 问 局 一 MM 中 有 儿 少 个 连通 分 支 ? 其 中 
有 几 个 基 有 界 的 ? 如 (9. 1) 一 样 ， 回 答 是 如 下 ; 

(9-3) 着 季 是 一 个 在 新 中 的 省 形 ， 同 胚 于 SS :，n 袜 2， 
则 "一 MM 只 有 两 个 连通 分 支 ， 而 且 其 中 只 有 一 个 是 有 界 的 。 

证 明 (9. 3) 通常 是 用 代数 拓扑 。 代 数 拓扑 是 现代 数学 中 一 
个 非常 重要 的 工具 ， 非 轻描淡写 所 能 表达 的 。 所 以 对 (9. 3) 我 
们 实在 没有 办 法 多 谈 ， 

若 忆 是 R 一 M 中 有 界 的 连通 分 支 ; n 宇 2, 我 们 问 区 是 否 与 
= {xz€ER | | 夸 1} 同 肘 。 (9.2) 说 在 n= 二 2 时间 题 的 回 
管 是 肯定 的 。 所 以 我 们 自然 地 希望 在 ea> 2 时 亦 一 样 。 令 人 人 惊 
讶 的 是 在 n==3 时 ， 问 题 的 回答 是 否定 的 。 原 因 是 在 Re 中 有 一 
个 出 人 意外 的 古怪 球面 ， 即 著名 的 亚 力 山大 有 角球 面 。 现 在 介 
绍 如 下 : | 
令 Xo 二 DD 二 {zrER|Tz| 三 1}, 则 3X,=S* 。 在 XX 中 作 
一 对 圆柱 , 使 它们 的 一 个 底 在 S$: 上 , 另 一 个 底 形 成 一 对 相对 的 
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圆 盘 . 将 这 对 圆柱 的 内 部 (包括 
它们 在 尽 。 上 的 底 的 内 部 ) 从 天。 
中 控 挤 ， 而 将 余下 的 部 分 记 作 


Xi， 册 其, 与 Xo 同 且 ， 而 且 3 
与 同 卡 ， 王者 ,在 2X, 上 有 -， 本 异 
对 相对 的 圆 盘 。 


对 每 一 圆 盘 ， 在 大， 中 帮 一 
对 碾 有 曲 的 贺 柱 ， 使 它们 的 一 个 诬 
在 罗盘 上 ， 另 一 全 底 形 成 一 对 相 图 .1 
对 的 圆 盘 。 所 以 这 样 一 对 圆柱 像 
是 由 秽 盘 上 长 出 的 一 对 角 。 硒 这 里 我 们 尚 有 一 个 很 重要 的 要 
求 ， 就 是 两 对 圆柱 像 一 条 链子 中 两 个 环 的 一 部 分 ,而且 每 一 对 
相对 图 盘 中 央 的 空间 就 是 一 个 环 两 端 之 间 的 空 腊 (图 3. 11) 。 
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图 3.11 


将 这 两 对 圆柱 的 内 部 〈 包 括 它 们 在 2X, 上 的 底 的 内 部 》 从 

X; 中 挖 掉 ， 而 将 余下 的 部 分 记 作 X。。 则 XX; 与 XX, 同 是 ,而 且 
aX: 与 S: 问 胚 。 再 者 ， 在 3X 上 有 两 对 相对 的 圆 徊 . z 

对 2X 上 每 对 相对 的 辆 盘 在 X, 作 同 样 事情 , 使 得 到 X, ， p 

二 站 让 mt 


如 此 继续 作 下 去 ， 我 们 有 

0 
使 对 每 个 上 XX; 与 久 ,。 同 胚 , 而 且 3X 与 $? 同 且 。 再 者 , 在 2X， 
上 有 2 :对 相对 的 圆 扒 。 我 们 可 以 使 上 无 限 增 大 时 ， 统 :; 上 图 
盘 的 面积 接近 0， 证 且 每 对 相对 贺 盘 之 间 的 空隙 亦 接近 0 ， 


令 


所 一 站 站 os 


M 一 莽 门 庆 一 芭 ， 


利用 sa, 无 限 地 接近 M， 
我 们 能 够 证 明 时 与 S: 同 是 ， 
而 且 蕊 是 到 一 好 中 有 界 连通 


分 支 的 闭 包 。 因 为 在 和 中 有 
一 个 国 CC, 不 可 能 在 下 中 缩小 
到 一 个 点 ,到 不 与 DD; 同 及 。 

读者 们 ， 做 数学 必须 配合 
直观 的 构想 和 逮 辑 的 推导 。 直 半 3. 12 
观 的 构想 是 做 数学 的 原动力 ， 
设 有 它 我 们 难 能 下 手 。 但 是 没有 逮 辑 的 推导 ， 我 们 不 能 够 肯定 
直观 的 构想 是 对 的 。 做 数学 的 困难 在 此 ， 散 数学 的 趣味 亦 在 此 
， 如 第 5 节 中 所 必 的 由 灵 到 是 的 满 的 映射 和 这 一 节 中 所 作 的 
亚 力 山 大 有 角球 面 ， 都 很 难 在 直观 档 想 中 出 现 。 差 之 毫 厘 ， 失 
之 二 里。 做 数学 的 人 必须 注意 ， 

# 维 单位 球面 5" 与 ” 维 欧 兵 空间 久之 问 有 一 个 自然 的 关 
系 . 令 户 为 3 的 北极 〈0，…，0，17， 而 且 和 将 由 中 每 一 点 
(zi To 看 作 下 中 的 点 (zi ，…、x,，0) 。 于 是 有 一 个 
同 有 是 

P: "一 Ip} —— Kk", 
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国 3.13 
使 对 任何 后 一 {x} ,qz) 是 直线 pz 与 天 的 交点 。 我 们 称 
?为 球 极 空 间 射 影 。 这 里 的 图 是 指 = 一 1 情形 . 
若是 民 中 的 一 条 简单 闭 曲 线 , 则 gg!' CMD 是 5 中 的 一 
条 简单 闭 曲 线 , 不 包含 p 。 所 以 我 们 能 够 利用 球 极 空 间 射 影 得 
到 


《9. 4) 车 谋 是 一 条 在 S$S: 中 的 简单 闭 曲 线 ， 则 3: 一 1 中 
有 两 个 连通 分 支 ， 而 且 每 个 连通 分 支 的 闭 包 与 DP 同 胚 . 

同样 地 。 我 们 有 

(9.5》 车 币 是 一 个 在 5" 中 的 流 形 , 同 胚 于 S*!, n>2， 
则 SS" 一 M4 中 有 两 个 连通 分 支 , 但 每 一 个 连通 分 支 的 闭 包 不 一 定 
与 同 胚 ，。 

针对 《9. 5?， 我 们 能 证 明 下 面 的 结果 。 

《9.6) 大 73 X [0 1] 一 S$" 是 一 个 拓扑 能 入 ， 而 且 
M 王 JA(S" Xftl2 则 凡是 一 个 在 3" 中 的 流 形 , 同 肚 于 5”)， 
而 且 5S" 一 MM 中 每 一 个 连通 分 支 的 闭 包 与 Pr 同上 是 ， 
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$ 10 ” 紧 的 可 训 分 空间 与 欧 拉 示 性 数 


若 ao，*…，arER" 是 独立 的 ( 见 第 2 节 )，, 我 们 称 
《ov = (9) riar|ros srs 之 必 ， DY = ] | 
为 一 个 点 维 单 形 ， 它 的 顶点 是 ae，…， ai、 所 以 一 个 0 维 单 形 
是 一 个 点 ， 它 的 顶点 就 是 自己 ; 一 个 1 维 单 形 是 一 条 线段 ， 它 
的 顶点 是 线段 的 端点 ; 一 个 2 维 单 形 是 一 个 三 角形 ， 它 的 顶点 
是 三 角形 的 顶点 ; 一 个 3 锥 单 形 是 一 个 四 面体 ， 它 的 顶点 是 四 
面体 的 项 点 . 
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图 了. 14 


己 给 一 个 让 维 单 形 


f= (dor™ sd) ， 
对 任何 i 十 1 个 整数 0 夸 帮 过 直达 … 二 记 三 &， 我 们 有 一 个 ! 维 单 
形 


FF 二 = Ca sR 


称 作 一 个 o 的 7 维 面 。 我 们 容易 见 到 每 一 个 点 维 单 形 有 


所 本 了 = 


[十 | 线 士 ])1 
(可 = G+ RE— DI 


个 上 维 面 ，! 一 0，1，…， 上 其中!1 是 1，2，…， 的 积 ， 

一 个 在 Re" 中 的 有 限 复 形 是 由 有 限 个 在 R” 中 的 单 形 所 构 
成 的 集 天， 满足 下 面 两 个 条 件 ， 

(i) 兰 oE 天 ， 则 ec 的 每 一 个 面 属于 天 。 

(i) 车 中, GsEK, 出门 0 或 是 名 或 是 a 与 ea 的 一 个 公 
共 面 ， 

所 以 下 面 两 个 图 形 是 R* 中 的 有 限 复 形 
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图 3.15 图 3. 1# 
若 此 是 RW 中 一 个 有 痕 复 形 。 风 
IKI = ,re 

是 R” 中 一 个 紧 的 拓扑 空间 , 称 作 一 个 在 R* 中 的 有 限 多 面体 。 
已 给 一 个 在 R* 中 的 紧 的 拓扑 空间 外 。 若 存在 一 个 有 限 复 形 
天 , 酉 下 与 |K| 同 有 凸 , 我 们 说 瑟 是 可 剖 分 的 , 而 日 玉 是 的 一 
个 剂 分 ， 

(10. 1) 例子。 

《1) 3" 是 可 训 分 的 。 令 z 为 一 个 2 十 1 维 单 形 ,天 为 中 所 
有 异 王 的 面 所 构成 的 有 限 复 形 。 则 3" 与 | 攻 | 同 是 。 图 3.17 
是 指 * 一 2 情形 .。 
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围 3. 17 图 3. 18 

(2) 圆柱 S*"x L0,1] 的 例 面 是 可 训 分 的 。 图 3. 18 是 指 n= 
1 的 情形 ， 

(3) = {rrrs) EE Ri|r, = 0, 
xT: EE[ 1i,1]}U {{TisT2) 全 用 | 2 
和 《0,4],zrz 一 sinl/zx) 不 是 可 前 分 
的 。 

可 割 分 问题 ”是否 每 一 个 紧 的 无 
边 绿 的 连通 n 维 流 形 是 可 剖 分 的 ? 围 3.19 

车 # 二 1, 我 们 由 (8. 1) 知道 任何 
一 个 紧 的 无 边缘 的 连通 1 维 流 形 与 $1 同 钙 ,于 是 是 可 剖 分 的 ，。 

若 n 二 2, 我 们 能 够 利用 加 强 约 当 定 理 去 证 明 每 一 个 紧 的 无 
边缘 的 连通 2 维 流 形 是 可 剖 分 的 。 里 然 在 这 本 书 中 我 们 没有 方 
法 去 说 明证 明 如 何 进行 ,但 在 第 12 节 中 我 们 将 给 出 各 种 紧 的 无 
边缘 的 连通 2 维 流 形 及 它们 的 剂 分 ， 

若 =* 一 3， 我 们 亦 能 够 证 明 任 何 一 个 紧 的 无 边缘 的 连通 3 维 
流 形 是 可 剖 分 的 .。 这 是 50 年 代 中 麻 伊 士 (Moise) 所 得 到 的 著 
名 成 果 。 因 为 在 = 一 3 时 我 们 没有 一 个 定理 相当 于 xz 一 2 时 的 加 
强 约 当 定理 ， 证 明 的 困难 度 可 想 而 知 。 

可 判 分 问题 在 70 年 代 中 是 一 个 主要 拓扑 科研 问题 ,牵涉 到 

+ 


很 闹 深 的 拓扑 概念 。 一 个 主要 的 成 果 是 存在 一 个 紧 的 无 边 绿 的 
连通 6 维 流 形 ， 不 是 可 剖 分 的 ， 

为 什么 我 们 去 考 碟 可 剖 分 问题 呢 ? 一 个 原因 是 介绍 欧 拉 示 
性 数 。 现 在 说 明 如 下 ; 

蔡 外 是 一 个 有 限 复 形 ， 我 们 将 下 中 二 维 单 形 的 个 数 记 作 
et 天 ) 。 因为 尺 是 有 限 的 ， 于 是 存在 一 个 EN， 使 

中 
令 
el(K) = 2, le(K) 
= eoK) — elK) +o + (~ "ee, (K), 
则 e( 天 ) 是 一 个 整数 ， 称 作 下 的 欧 拉 示 性 数 。 

《10.2) 已 给 一 个 紧 的 可 前 分 的 拓扑 空间 天 。 若 天 是 一 
个 有 限 复 形 , 使 | 久 | 与 处 同 肽 , 则 e( 玉 ) 由 其 决定 ,与 天 的 选 
择 无 关 。 换 一 句 话 来 说 , 若 尺 ' 是 另 一 个 腿 复 形 , 司 |KK' | 与 到 
同 胚 , 则 etK')》== eK 。 所 以 我 们 可 以 将 e( 天 ) 写作 elt 久 ), 称 
为 起 的 欧 拉 示 性 数 

证 明 (10. 2) 适 常 要 用 到 代数 拓扑 , 不 是 我 们 能 够 说 明 的 。 

由 《10. 2} 和 (10. 1) 的 (1) ,我们 知道 

etS") = 人 在? 一 奇数 ， 
2 者 n= 偶数 . 

若 苹 与 DP 同 且 , 则 鲜 的 一 个 前 分 是 由 一 个 % 单 形 的 所 有 

的 面 所 构成 的 有 限 复 形 ， 于 是 


e(X) 一 (一 7 = 1I。 
其 中 
= 二 
天 下 1 到 — EY)! * 
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$11 切 开 和 粘 合 


切 开 和 粘 合 是 几何 学 中 两 个 简单 基本 的 手法 。 我 们 竺 从 一 
些 例 子 说 起 。 
考虑 普通 空间 R’ 中 的 单位 球面 
S:= {xER|I|zrI = 1} 
及 S: 上 的 赤道 
= {XE S* | 工 3 = 0}， 
如 果 和 将 S 沿 著 51 切 开 ,我们 则 得 到 一 个 上 半球 
Hi = {rE S|z: 宇 0} 
和 一 个 干 半球 
Hi= {rE€ES lz 人 0},， 
5S: 是 一 个 紧 的 无 边缘 的 2 维 流 形 ， ;与 天 是 紧 的 有 边缘 的 2 
维 流 形 ， 而 且 
a = $! ~ 9H 。 
令 
ha — 8. 
为 恒 等 同 是, 就 是 说 4 的 定义 是 4Cz) 一 工 。 如 果 将 353 上 和 一 
点 守 与 a* 上 的 点 4(z) 相 粘 合 , 我 们 重新 得 到 S$: 。 于 是 我 们 
写 
Sz = 五 3 UH:, 
而 且说 5 是 用 14 将 五 :与 五: 粘 合 而 得 到 的 。 
已 给 一 个 算 形 ABCD， 看 作 一 个 2 维 流 形 ， 它 的 边缘 由 四 
条 进 所 构成 ， 见 图 3. 20 。 假设 4: 4 一 BC 是 一 个 同 胚 ， 使 
+ 5. 


有 


A 月 < 
M 
Da=t 
p c 


图 3. 2 图 .21 

A(A) = B,AD) 一 C 。 如果 和 将 4D 上 每 一 点 + 与 BC 上 的 点 
Ar 相 粘 合 ; 我们 则 得 到 一 个 2 维 流 形 MY, 如 图 3. 21 的 圆柱 柚 
面 , 而 且 AD 一 BC 是 圆柱 侧面 上 一 条 母线 . 我 们 说 M 是 用 4 和 将 
矩形 的 一 对 对 边 粘 合 所 得 到 的 。 芭 过 来 ,已 给 一 个 圆柱 仙 面 MM 
及 M 上 一 条 母线 , 若 将 MM 沿 着 这 条 母线 切 开 , 我 们 重新 得 到 一 
个 (拓扑 》 拓 形 . 

现在 将 4 挽 作 另 一 个 同 且 kg， AD 一 >BC, 使 jtA) = 人， 
atD) 一 号 。 用 产 和 将 矩形 ABCD 的 一 对 对 边 相 粘 合 ， 我们 亦 得 
到 一 个 2 维 流 形 M'。 MM 与 M' 都 是 紧 的 有 边缘 的 , 但 是 相互 不 
同 。 一 个 不 同 点 是 3M 由 两 条 简单 闭 曲线 所 构成 ， 可 是 3 是 
一 菜 简 单 闭 曲线 。 再 者 , MM 的 面 有 内 外 之 分 , 可 是 路 的 面 却 没 
有 。 我 们 称 M' 为 一 个 夺 比 乌 斯 带 ， 

M 和 邮 都 可 以 看 作 在 局 中 的 2 维 流 形 。 在 民 中 ， 

《zi)2 十 (ri 一 4， z= 二 0 
是 一 个 圆 ， 它 上 面 的 点 可 以 写成 
己 。 = (2c0s0,2sind ,0) ,8 € [0,2m] 。 
对 任何 8€ 10，2r]， 今 
Ls = {(2cos8,2sing,r)|r € [— 1,1]}, 
Le = {(t2 十 recosd/2)cosd, (2 十 reosd/2)sind, 
帮 to" 


rsing/A2)| r+ € [1,1]}, 
则 IL, 和 Ls 痢 是 长 度 等 于 2 的 线段 ,而 
旦 以 Ps 为 中 点 ,不 过 与 平面 x= 二 0 
垂直 ,zs 与 平面 的 交角 等 于 bA2 当 49 由 
0 增 至 2r 时 , 对 = ,5 是 一 个 
国 柱 侧面 ,可 是 M' 二 | ,, ,4s 则 是 
一 个 麦 比 乌 斯 带 ， 
为 下 一 节 做 准备 ， 我 们 亦 将 帮 比 乌 图 3.22 
斯 带 看 作 一 个 在 R* 中 的 2 维 流 形 。 对 任何 8€ [0, zj]， 
As = {costcosg,sindeosg,cos20sing,sin20sing) | 


FE [Or ) 
是 一 个 半圆 。 我们 不 难 见 到 
M) = LU se co.eAe 
是 一 个 在 中 中 的 麦 比 乌 斯 带 ， 而且 3M 是 图 
(TI (r=, T=x=0, 


现在 再 谈 几 个 比较 一 般 性 的 切 开 和 粘 合 。 

已 给 一 个 无 边 红 n 维 流 形 彤 ， 一 个 无 边缘 的 一 1 维 流 形 
M' 及 一 个 拓扑 夏 入 

:MM 一 上 和 
如 果 将 对 沿 着 了 Ca) 切 开 ,所 得 到 的 不 一 定 是 一 个 有 边缘 的 
n 维 流 形 。 在 第 3 节 中 已 经 见 到 ， 若 时 = 请 ，M' 二 S$S:， 而 且 
了 CUM4') 是 一 个 亚 力 山大 有 和 角球 面 ， 则 切 开 后 所 得 到 的 不 是 一 个 
有 边缘 的 3 维 流 形 。 所 以 作 切 开 时 ， 我 们 通常 要 用 “良好 ”的 
拓扑 杠 入 了 ;一 M ,使 保证 于 切 开 后 所 得 到 的 是 一 个 有 边缘 的 
# 维 流 形 。 加 强 约 当 曲 线 定 理 说 , 任何 一 个 拓扑 能 入 了: S' 一 R: 
是 良好 的 ， 它 之 所 以 在 研讨 2 维 流 形 时 很 有 用 处 ， 主 要 的 原因 
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就 在 此 ， 

假设 村 是 一 个 有 边 综 的 有 维 流 形 , 不 一 定 是 连通 的 , 而 且 
:af 一 31f 是 一 个 同 胜 ,使 对 任何 xEaM,A (7T) 关 工 而 且 (x》 
二 A(ACz)) 二 x 。 将 3M 上 每 一 点 与 点 4Mz) 相 粘 合 ， 我 们 则 
得 到 一 个 无 边缘 的 维 流 形 Mi; 。 . 

作 这 个 M;， 通常 我 们 要 求 MM 在 一 个 维 数 比 较 大 的 欧 氏 空 
间 R* 之 中 ， 使 存在 一 个 映射 

FM x [0 1 一 R” 

满足 下 面 两 个 荣 件 : 

G) 对 任何 xEM, F(x,0}% = x、 

di 若 对 任何 纸 [0, 1]， 

了 一 
的 定义 是 
fxr) = F(xr,t), 
则 对 任何 :€ [0，1)，f. 是 一 个 辣 肽 ， 而 且 对 任何 xEM， 
| 加 区 工区 a, 
-EM— 3M,. 

所 以 我 们 可 以 将 ACM) 看 作 MM,, 而 且 当 :由 0 增 至 1 时 ,CM) 
在 RR” 中 连续 变形 ， 最 后 得 到 Mi ， 

为 悼 会 这 星 所 说 的 ， 请 读者 仔细 考虑 下 面 的 例子 。 M 
一 人 zi) 有 | zx 至 rz 一 01，A，aAf af 的 定 党 是 

ACXO) 一 《一 TD0)， A(— Xx,0) = (Xr,0), 

而 是 FF， MX [0，1] 一 R? 的 定 余 是 
《人 t 一 们 ， 


FICryd) ,rt) = 1 . 1 
[了 sintr ,二 Gl 一 CoOsStrTj)|l, 了 De DD 。 
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得 到 的 无 边缘 的 维 流 形 1dz 称 为 二 维 实 射影 空间 ， 记 作 
“ RP"., 

所 以 RP" 可 以 由 PP 用 粘 合 得 到 。 不 过 为 达到 烙 合 的 目的， 我 
们 须 将 D" 看 作 一 个 维 数 比 较 大 的 欧 氏 空间 RN 中 的 流 形 , 使 能 
得 到 满足 4 与 (3) 两 条 件 的 映射 FF: 玉 Xx [0, 1] 一 下。 

上 面 所 说 的 由 一 矩形 M=.ABCD 用 粘 合 作出 一 出 柱 侧面 
或 一 麦 比 乌 斯 带 , 我 们 不 用 3M 的 全 部 ， 却 用 其 中 一 部 分 ADU 
BC。 同 时 我 们 将 MM 看 作 一 个 在 R: 中 的 流 形 , 使 能 有 一 个 所 需 
的 上 映射 ,下 ; MX [0, 1] 一 R11 。 因 为 一 切 很 类 似 , 而 且 不 难 用 
图 形 去 体会 。 我 们 不 多 说 了 ， 

现在 再 谈 一 个 特殊 情形 , 就 是 维 流 形 M 有 两 个 连通 分 支 
Mi 与 Mi, 而 且 AC3M1) 一 3M; 。 在 这 情形 下 , 我 们 将 M, 写成 

M UM 。 
一 个 例子 是 这 节 中 起 初 所 说 的 
Ss: = HUH:, 

其 中 FH$ 与 昌 : 是 上 半球 和 下 半球 , 4: 3 一 3F7 是 恒 等 同 胚 ， 
即 对 任何 E381 ,Ar 二 x。 

因为 Mi 和 M; 是 MM 的 两 个 连通 分 支 ， 为 粘 合 它们 使 得 到 
Ad, (UM;， 我 们 需 有 一 个 同 痕 

FM ~ Lo ,1 一 R", 


满足 下 面 两 个 条 件 ， 
《iD 对 任何 :€E [0，1]， 若 
六 一 
的 定义 是 
fx) = FOr,t), 


则 对 任何 € M,fo(r) 二 工 ， 
(11 对 性 和 何 + 二 [8,1), ICM) NM, = Yl, 
= 站 


ai TM = (CM) = 2M; ,而 且 对 任何 E€ 3M， 

站 (rz = Mr). 
所 以 CM U M; = MU: 而且 当 上 由 0 增 至 1 时 ,六 (af 
UM 首先 在 辫 ” 中 连续 变形 ， 最 后 成 为 MUAf: 。 

反 过 来 ， 在 M; 中 有 一 个 流 形 好 ， 由 3M 将 每 一 点 z 拓 而 f 
与 点 4Kz) 所 得 到 的 。 如 果 将 ad 沿 着 M' 切 开 ， 我 们 重新 得 到 
MM。 同样 地 ，。 如果 将 MUM: 沿 着 aM; 切 开 ， 我们 重新 得 到 
M. 


$12 曲 面 


因为 任何 一 个 2 维 流 形 中 任何 一 个 不 等 于 杂 的 开 集 亦 是 一 
个 2 维 流 形 ， 所 以 .一 般 的 2 维 流 形 实在 太 多 了 。 为 便利 我 们 
的 人 车 握 ， 在 这 一 节 中 我 们 只 考 虚 紧 的 2 维 流 形 . 。 

若 M 是 一 个 紧 的 2 维 流 形 ， 则 对 是 由 有 限 个 紧 的 连通 2 
维 流 形 所 构成 。 所 以 我 们 只 要 了 解 紧 的 连通 2 维 流 形 就 可 以 
了 。 

已 给 一 个 紧 的 连通 2 维 流 形 M 。 则 aM 是 一 个 紧 的 无 边 
缘 的 ] 维 流 形 ， 于 是 3M 是 由 有 限 个 简单 闭 若 线 5S,，…，S, 所 
构成 。 令 邮 为 一 个 紧 的 2 维 流 形 , 由 > 个 闭 轩 盘 万, … ,万 所 
构成 。 叉 令 4: 3M-waM' 为 一 个 同 胚 , 使 45,) 一 Di 一 1，…， 
r， 则 | 

MUM 
是 一 个 紧 的 无 边缘 的 连通 2 维 流 形 。 反 过 来 ,我们 可 以 从 对 
UM 重新 得 到 M 。 所 以 我 们 不 妨 只 考虑 紧 的 无 边缘 的 连通 2 
维 流 形 。 为 简便 起 见 ， 我 们 称 紧 的 无 边缘 的 连通 2 维 流 形 为 曲 
* 70* 


面 。 
在 第 10 节 中 我 们 曾 提 到 下 面 的 结果 。 
《li2.1》 每 一 个 曲面 是 可 剂 分 的 ， 
现在 我 们 列举 已 经 知道 的 曲面 ， 然 后 再 作 新 的 曲面 . 
1 。2 维 单位 球面 3 一 {xER:| x 二 1} ， 


C1 二 2 


图 3. 23 用 3. 24 
1 .二 面 7? 。 在 上 一 节 中 我 们 已 经 作出 一 个 圆柱 侧面 

MM 。 那 是 一 个 紧 的 有 边缘 的 连通 2 维 流 形 , 它 的 边缘 由 两 个 贺 
C 和 Ca 所 构成 。 令 4 CC 一 Ci 为 一 个 同 肚 ,如 图 中 所 示 , 4 保 
持 两 个 圆 的 方向 一 样 。 则 好 , 是 一 个 环 面 了 。 

在 受 中 由 圆柱 侧面 M 去 作 环 面 T: ,我们 假定 M 是 一 橡皮 
管 , 可 以 拉 长 , 亦 可 以 压 短 。 于 是 我 们 将 M 卷 起 来 , 直到 Ci 和 
C: 粘 合 在 一 起 。 因 此 M 上 的 母线 都 成 为 了 上 的 贺 , 击 且 相 梧 
间 不 相交 ， 

这 个 在 中 中 由 圆柱 侧面 M 去 作 环 面 7:， 由 直觉 去 想象 应 
该 相当 容易 。 又 上 一 节 中 由 一 个 矩形 去 作 一 个 圆柱 侧面 或 一 个 
麦 比 乌 斯 带 亦 可 以 在 R: 中 做 的 ,读者 们 不 妨 自己 去 想象 看 
看 。 
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现在 再 用 解析 几何 的 方法 去 看 及 中 的 一 个 环 面 。 方程式 
好 十 (zz 一 2)2 一 1 一 0 

表示 一 个 在 R* 中 平面 zs 一 0 上 的 图， 人 开 的 中 心 是 (0，2) 而 且 
它 的 半径 等 于 1 。 将 这 个 山 依 ” 轴 旋 转 , 我 们 则 得 划一 个 环 面 
7T? 。 了 了 上面 的 点 一 般 可 以 写成 

Csing, (2 十 cospycosd, (2 + cospdsind), 8,9€E [0,27]. 

HE 。 实 射影 平面 RP: ， 
在 上 一 节 中 说 过 ,者 4 aa 一 
az 是 一 个 同 胀 、 它 的 定义 是 
A (+) 三 一 +， 我 们 只 要 D: 中 
30 上 每 一 点 工 与 点 A(x) 相 
粘 合 ， 就 可 以 得 到 一 个 RP 0 全 
在 这 里 的 粘 侣 必须 在 R' 中 去 
做 ,在 忍 ' 中 是 抽 不 到 的 。 现 在 


省 5 


让 我 们 来 说 明 。 工 ! 
将 D? 沿 着 园 C= {xED’ 图 3 35 
1 站 =172) 切 开 , 我 们 得 到 
一 个 圆 环 
M= {zeE PI/ |zxl 1} 
和 一 个 辆 赵 


M,= {rx€ED|lzl G1/2}. 
将 MM 中 3D 上 每 一 点 zz 与 点 A(x) 相 粘 合 , 我 们 得 到 一 个 2 维 
流 形 Mi ,是 一 个 麦 比 乌 斯 带 。( 理 由 和 何在 ?请 读者 自己 去 想 相 .) 
因为 
ad = MN M, = 2,, RP:— MM.,, 
RP* 是 由 粘 合 一 个 麦 比 乌 斯 带 Mi 和 一 个 贺 盘 M, 所 得 到 
的 。 
*» 7 


赁 直 觉 ， 我 们 想象 在 下 中 有 一 个 才 比 急 斯 带 M, 和 一 个 画 
盘 1 ， 如 果 要 粘 合成 一 个 实 射影 平面 RP?, 我 们 必须 将 MM, 和 
M; 安放 在 一 个 位 置 使 

af = M,N M, = 2M,. 

只 要 自己 去 试 试 ， 我 们 就 能 发 现 其 同 有 难以 克服 的 困难 。 事 实 
上 在 R* 中 我 们 不 能 够 将 MM 与 M; 精 合 成 RP? 。 要 肯定 这 事 
实 ， 唯 一 的 方法 是 用 高 深 的 数学 ， 不 是 直观 所 能 说 明 的 ， 

现在 换 在 用 中 来 看 。 令 MM 为 上 一 节 中 所 说 的 麦 比 乌 斯 
带 ，af: 为 圆 盘 

(TI 十 《ri Sl T= 二 0， 

WB = MM La 一 Dr， .于 是 Nf， UM; 是 一 个 实 射 影 平面 RP 和 

这 是 用 增高 维 数 来 克服 驴 难 的 一 个 例子 。 叉 一 个 简单 的 例 
于 晨 在 RR 上 有 两 条 路 , 一 条 由 南 到 北 , 一 条 由 东 到 西 。 刚 这 两 
条 路 非 相 交 不 可 。 如 果 换 在 天 中 来 看 ,我 们 可 以 将 一 条 路 在 交 
点 架 高 ， 使 在 另 一 条 路 上 面 跨 过 去 。 则 两 条 路 就 不 相交 了 。 这 
个 例子 昌 简 单 明 了 ， 但 对 在 形 中 作 RP?* 有 启示 作用 。 是 值得 
我 们 广 意 的 。 

N 。 克 莱茵 狂 天 中 。 如 环 面 一 样 ， 我 们 可 由 一 个 圆柱 侧面 
M4 去 作 一 个 克 莱 茵 瓶 。 我们 知道 3M 是 由 两 个 圆 C, 和 C; 所 构 
成 。 令 ps Ci 一 C: 为 一 个 同 胚 。 如 图 3. 26 所 示 , 使 两 圆 的 方向 
相反 ， 则 M, 是 一 个 克 荣 菌 瓶 KB 。 作 环 面 时 可 以 在 到 中 , 但 
是 作 殉 莱 菌 瓶 时 必须 增 商 维 数 ， 在 中 中 才能 艇 作成 功 。 

现在 尝试 去 想象 一 个 克 莱 菌 瓶 。 先 将 圆柱 侧面 看 作 一 个 株 
皮 管 。 和 将 上 面部 分 拉 长 压 小 。 然 后 扭转 在 管 壁 插 进 去 ,使 C, 与 
Cz 相 粘 合 ( 见 示意 图 3. 27) 。 如 果 在 BR 中 去 做 , 插 进 管 壁 时 橡 
皮 管 自我 相交 于 一 条 简单 闭 曲线 ， 于 是 所 得 到 的 不 是 一 个 真正 
的 克 菜 茵 瓶 。 不 过 换 在 总 ' 中 去 做 时 , 我们 可 以 将 橡皮 管 的 某 一 

. 间 ”3 各 


C= 


围 3. 条 图 3.27 
自在 第 四 个 方向 稍 稳 挪动 一 点 ， 使 宰 皮 管 不 会 自我 相交 、 所 以 
得 到 了 一 个 克 莱 茵 找 . 
再 用 解析 几何 的 方法 来 看 R! 中 的 一 个 克 葬 获 瓶 。 对 任何 
Ee 1L0,rj, 
(4 {tcosteosp,sindcosg,cos20sing, sin20sing) | 
FE 0,27|}} 
是 一 条 简单 闭 曲 线 。C。==C, 而 且 对 任何 0 竺 8<8 < Ce 站 Co 
二 9 。 再 者 ， 
(- 一 [se [ee 
是 一 个 克 莱 菌 瓶 。 反 过 来 , 将 C 沿 着 Co 切 开 , 我 们 则 得 到 一 个 
《拓扑 ) 图 柱 侧面 ， 
《12. 22 一 个 殉 芋 茵 瓶 可 以 由 类 合 两 个 砍 比 乌 斯 带 得 到 
的 。 
证 明 : 令 C 为 上 面 所 说 的 在 中 中 的 一 个 克 莱 茵 瓶 。 又 令 
Attcosdcosy,sindcosg,cos20sing,sin?20sing) | - 
0€ [orn],pE [0,x]}, 
B= {(costcosg,sindosp,cos205ing, sin20sing) | 
+ TFd* 


GE Lor,PpE Lr,2r1}., 
在 上 一 节 中 我 们 已 经 见 到 4 是 一 个 考 比 乌 斯 带 。 于 是 8B 亦 是 
一 个 麦 比 乌 斯 带 。 兴 为 
C=AUSB, 234-ANMB= 8, 
所 以 (012.2} 成 立 ， 

在 作 新 的 曲面 之 前 ， 我 们 得 介绍 作 的 方法 ， 即 两 个 无 边缘 
的 » 维 流 形 的 连接 和 。 已 给 两 个 无 边缘 的 连通 x 维 流 形 MM 与 
Mis 及 两 个 拓扑 杠 入 

六 一 了 1 ”一 
使 MM 一 了 CD" 一 9D") 与 M, 一 f(D" 一 A7Y) 是 两 个 有 按 缘 的 连 
道 n 维 流 形 。 用 同 且 

A= ffi's 三 (apr) 一 > (Car) ， 
将 闻 一 了 CD 一 2D) 与 Mi 一 fADP" 一 307) 牛 合 在 一 起 , 我 
们 则 得 到 一 个 新 的 无 边缘 的 连通 # 维 流 形 

Mit# M,, 

称 作 MM 与 Mi; 的 连接 和 。 一 般 来 说 ， 在 同 胚 之 下 ，M,## MM 不 
但 可 能 随 Mi 与 M, 的 改变 而 改变 , 而 且 随 所 与 fi; 的 改变 而 改 
变 的 可 能 性 亦 得 慎重 考虑 。 不 过 在 nx 二 2 时 ,下 面 两 个 结果 可 以 
利用 即 强 约 当 定理 证 明 得 到 ， 

《12. 3 和 奉 1M, 是 一 个 2 维 球面 ， 或 一 个 环 面 ， 或 一 个 实 
射影 平面 ; ;一 1，2， 则 对 任何 拓扑 崩 入 万 : DD 一 Mi 与 :1 
一 MM;， 我 们 能 够 作 连 接 和 Mi # M;, 而 且 在 同 胚 之 下 ,Mi # Mi， 
由 M0 和 对: 决定 ,不 会 随访 与 的 政变 而 改变 。 再 者 , 峙 ,# 
Mi 与 Mt Mi 辣 凸 ,而 且 当 MM 是 一 个 2 维 球面 时 ,hf ## M4; 与 
af: 同上 是， 

(12.4) 已 给 -个 曲面 加 ，…，JM,.，r 它 3， 其 中 每 一 个 
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们 则 能 够 作曲 面 
MM 本 MM 
再 者 ， 在 同 有 是 之 下 ， 这 曲面 由 Mf ， 下 M. 类 定 ， 称 作 2 ， ws 
M; 的 连接 和 ， 
《12. 5) ”两 个 实 射 影 平 面 的 连接 和 基 一 个 克 莱 茵 找 ，。 
证 明 ; 已 给 两 个 实 射 影 平面 好 与 村 : 。 由 下 我 们 知道 对 尾 
何 i=1， 2， 有 一 个 拓扑 握 入 广 : DD 一 Mi 使 MM 一 站 (D: 一 
ar ) 是 一 个 帮 比 乌 斯 带 。 所 以 由 (12.2) 和 (12. 3), 我 们 知道 
Mi# Mi; 是 一 个 克 莱 茵 频 。 
利用 《12. 4?， 我 们 可 以 作 新 的 曲面 如 下 ， 
V 。 对 任何 rEN， 我 们 有 一 曲面 
Te 人 六 一 】。 
r 个 环 面 的 连接 和 ，zr>1 。 


3 


时: 328 
Wi 。 对 任何 rEN， 我 们 有 一 个 曲面 
rRP? 一 人 天 一 ]， 
r 个 实 射影 平面 的 连接 和 ,7r>>1 。 


《12. 6) 曲面 分 类 定理 ， 任 何 一 个 昌 面 必定 问 是 于 下 列 遇 


面 中 的 一 个 2 
S:; - 
YT 日 2 了 和 3 了 9 
RP’:, 2RP:, 3RP:, ~, 
* 和 = 


证 明 (12. 6) 须 用 到 可 前 分 定理 人 12.1?。 完 竟 如 何 , 不 是 我 
们 能 够 说 明 的 。 因 为 有 (12.6)，, 我们 可 以 改良 112. 3), 而 令 8 
与 M; 为 任何 两 个 曲面 。 同样 地 我 们 可 以 改 恨 (12. 4) 而 令 MM， 
一 ,AM 为 任何 7 个 曲面 利 几 这 结果 和 (C12.5》， 我 们 可 以 得 到 
下 面 结 果 ， 

(12.7》 对 任何 YEN， 

《1) rKB 与 2rRP: 辣 蚜 ; 

(2) 尼姑 并 rr 瑟瑟 与 《2r 十 1) RP 同 肛 ， 

我 们 还 可 以 用 辩 的 方法 去 作 >7: 和 rRP:， 


必 C3 
二 4 es 
上 6 人 81 
全 
说 6 上 
C+ eT 
ta {by 
困 3. 2$ 


对 任何 rE N, 令 M4 为 一 个 正 4r 角形 , 看 作 一 个 同 证 于 万 
的 2 维 流 形 . 则 af 是 由 M 的 4r 条 边 所 构成 。 现 在 将 这 些 边 
依 反 时 针 方 向 依次 记 作 C1: Car E39 C49 sy 3 
er。 先 将 af 的 4r 个 顶点 粘 合 在 一 起 , 于 是 每 一 个 e 成 为 一 个 
有 方向 的 圆 ， 而 且 这 4r 个 圆 有 一 个 公 闪 点 。 所 以 在 粘 合 之 后 ， 
3M 是 4r 个 有 方向 的 图 e ，…，euv 的 并 集 。 令 

A: ff 一 3 
为 一 个 映射 ,使 对 任何 *E aM, 北 (z) 二 x ,又 对 任何 i 二 1,.…,y， 
» FF. 


ACew_a} 一 ed 1 ATek 一 2) 一 EH， 


而 且 


_ 一 1 
站 了 一 


是 同方 向 的 同 有 旺 。 在 这 里 若 e 代表 有 方向 的 M 的 边 ,e-' 代 表 相 
同 的 边 但 具 相 反 的 方向 。 现 在 将 3Mf 上 每 一 点 工 与 点 AKCz) 相 
知 合 ， 我 们 则 得 到 一 个 曲面 ， 同 胚 于 rT?*、， 理 由 如 下 : 

先 看 "一 1 情形 .将 ei 与 ez!' 粘 合 后 我 们 得 到 一 个 圆柱 出 
面 。 它 的 边缘 中 有 两 个 圆 ， 由 ez 和 er' 所 得 到 ， 于 是 有 相同 的 
方 阿 。 所 以 最 后 得 到 的 是 一 个 环 面 。 

其 次 看 +=2 情形 。 将 正 8 萌 
形 褒 着 一 条 对 角 线 切 开 ， 使 得 到 两 
个 5 角形 » 其 中 一 个 的 边 是 Fly €2+ 
Ear £4 和 切 开 线段 es¥ 男 一 个 的 边 是 ea | 《1 
es ess ery es 和 切 开 线 眉 e :。 因 为 
最 后 M 的 顶点 都 要 粘 在 一 起 前 , 所 
以 我 们 不 妨 先 将 每 个 5 角形 中 e 的 6 和 一 
两 个 端点 粘 在 一 起 。 于 是 每 个 5 角 图 3. 3 
形成 为 一 个 4 角形 ， 但 其 中 一 部 分 
被 挖 掉 ， 挖 掉 部 分 的 边缘 是 一 简单 闭 曲 线 、 由 e 所 得 到 的 (图 
3. 31》 。 如 果 每 个 4 角形 中 没有 一 部 分 被 控 掉 ， 则 粘 合 后 由 每 
个 4 角形 得 到 一 个 环 面 。 所 以 最 后 所 得 到 的 是 将 两 个 环 面 各 控 
掉 一 部 分 ， 然 后 再 将 它们 连接 在 一 起 。 因 此 我 们 可 以 见 到 由 正 
8 角形 所 得 到 的 是 两 个 环 面 的 直接 和 2T? ， 

如 何 由 一 个 正 和 7 角形 得 到 xT:,， 理由 是 相同 的 。 我 们 不 再 
说 明了 。 

在 和 中 我 们 已 经 知道 如 何 去 作 RP: 。 所 以 现在 只 要 作 
rRP*,，r>1 就 可 以 。 令 导 为 一 个 正 2r 角形 ， 看 作 一 个 同 胚 于 

» 78 + 


图 3. 31 
D: 的 2 维 流 形 ， 则 aM 是 由 MM 的 2r 条 边 所 构成 。 沿 反 时 针 方 
问 ， 我 们 将 对 的 边 依次 记 作 


El 和 人 


es Fy 
i 1 大 2| 
如 4 f 5 er 
(a 《by 
团 3. 32 
令 
4 3 Nf 一 
为 一 个 上 映射 ;使 任何 xz€3M4 ,六 (zx) 一 x; 义 对 任何 1 二 1;*…,r， 
ACe2_1) = er, 
而 且 


* FO 


A: es 一 1 一 2 
是 一 个 同方 向 的 同 古 , 对 任何 zEaaf, 我 们 将 z 与 ACr) 相 粘 合 ， 
所 得 到 的 是 一 个 与 rRP? 同 肛 的 曲 画 ， 


(by》 (cy 
用 3 33 
为 说 明 这 事实 ， 我们 先 观察 一 个 直 前 二 等 边 3 角形 ， 它 的 
边 依次 为 
El Er ey 
令 4; ea 一 ez 为 一 个 同方 向 的 周 肛 ， 而 将 e 上 每 一 点 x 与 点 
4 zt) 相 粘 合 。 所 得 到 的 是 一 个 麦 比 乌 斯 带 ， 如 图 3. 33 (ce) 所 
表示 . 先 将 三 角形 沿 e; 的 垂直 线 切 开 成 为 两 个 三 角形 ,而 将 切 
线 记 作 。 其 次 将 丙 三 角形 上 的 e 粘 合 在 一 起 , 得 一 正方 形 , 以 
e 为 一 对 对 边 ， 最 后 将 。 粘 合 在 一 起 ， 得 到 一 个 麦 比 乌 斯 带 . 
现在 说 明 -一 2 情形 . 将 正方 形 沿 
一 对 角 线 切 开 ， 得 到 两 个 直角 二 等 边 es=€) 
3 角形 . 一 个 3 角形 的 边 是 。, e; 和 切 
开 线段 e, 另 一 3 角形 的 边 是 e, e, 和 
e'， 如 上 面 所 说 ,由 每 个 3 角形 经 粘 
合 得 到 一 个 卖 比 乌 斯 带 ， 它 的 边缘 是 
由 。 得 到 的 .所 以 最 后 得 到 的 是 将 两 £4—é3 
个 麦 比 乌 斯 带 粘 合 在 一 起 . 由 (12.5) 名 ， 


* BO0= 


知道 那 是 一 个 克 莱 菌 瓶 . 

我 们 还 可 以 换 一 角度 来 看 ， 如 看 21 一 样 ， 先 将 每 一 3 角 
形 中 e 的 两 个 映 点 粘 合 在 一 起 . 所 得 到 的 是 一 个 圆 盘 ,其 中 一 部 
分 被 挖 掉 ， 被 挖 掉 部 分 的 边 绿 是 一 条 单 闭 曲线 ， 基 由 e 所 得 到 
的 ， 如 果 每 个 圆 盘 没有 一 部 分 被 控 掉 ， 则 粘 合 后 由 每 个 圆 堆 得 
到 一 个 实 射影 平面 ， 所 以 最 后 所 得 到 的 是 将 两 个 实 射影 平面 每 
一 个 都 挖 掉 一 部 分 ， 然 后 将 它们 连接 在 一 起 ， 困 此 我 们 见 到 那 
是 两 个 实 射影 平面 的 连接 和 ， 

下 面 的 结果 不 是 容易 想象 的 . 

《12.8) 对 酝 何 rEN,， rRP: 亲 KB 与 rRP:##T? 同上 是 ， 

证 明 : 我 们 只 人 须 证 明 +==1 情形 就 能 了 . 
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(a) Cb) 
图 3. 35 

因为 天 互 与 2RP? 同 胜 , 所 以 RFP: 共 KKB 可 以 由 一 个 正 5 角 
形 MM 得到， 方法 是 如 图 3. 35 (a》 所 示 ， 将 2 上 6 与 6 相 粘 
合 , i 二 1，2，3。 同样 地 ，RP: 检 T? 亦 可 以 由 一 个 正 6 角形 好 
得 到 ， 方法 亦 如 图 3. 35 €b) 所 示 ， 将 3M" 上 oa, 与 e 相 粘 合 ， 
一 4，5，16， 

如 何 由 M 得 到 好 ,当然 要 用 切 开 和 粘 合 . 方法 是 用 下 面 的 
六 个 6 角形 来 表示 . 

Gi" 


(dy Cey 《下 
匡 子 34 


从 圭一 行 左边 第 一 个 6 角形 去 得 第 2 个 6 角形 是 将 第 一 个 


6 角形 洛 e 切 开 然 后 将 e* 粘 在 一 起 . 同样 地 从 第 二 个 6 角形 去 一 - 


得 第 三 个 6 角形 再 依次 得 下 一 行 三 个 6 角形 。 我们 知道 最 初 
一 个 是 好， 而且 最 后 一 个 是 邮 ， 所 以 《12. 8) 成 立 . 

一 个 曲面 好 与 一 个 环 面 的 连接 和 可 以 看 作 在 版 上 加 一 个 
环 柄 ， 见 图 3. 37. 

因此 由 (12. 6) 和 12.7) 知道 任何 一 个 曲面 同 胚 于 一 个 2 
维 球面 上 加 有 限 个 环 柄 ， 或 一 个 实 射影 平面 加 有 限 个 环 柄 ， 或 
一 个 克 莱 茵 瓶 加 有 限 个 环 柄 . 

《12. 1) 说 每 一 个 曲面 都 是 可 痢 分 的 . 虽然 我 们 没有 证 明 这 
成 果 , 但 是 我 们 能 够 对 (12. 6) 中 所 列 出 的 拇 一 个 曲面 给 一 个 剖 


* 各 
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图 和 37 


分 .一 个 2 维 球面 的 前 分 有 很 多 ， 最 简单 的 是 下 列 两 个 . 


A 


戎 率 38 

环 面 的 前 分 可 以 看 图 3. 39， 在 一 正方 形 中 作 一 小 正方 形 . 
将 小 正方 形 分 作 四 个 3 角形 又 将 两 正方 形 之 闻 分 作 十 二 个 3 角 
化 . 

用 类 假 的 方法 , 我 们 可 将 xr7? 齐 分 如 下 ， 在 一 正 4r 角形 之 
中 作 一 咎 正 4r 角形 .将 小 正 打 角形 分 作 4r 个 3 角形 ,又 将 两 
个 正 47 角形 之 间 分 作 12r 个 3 角形 ， 

我 们 作 实 射影 平面 时 用 一 个 贺 盘 .现在 用 一 个 正 6 角形 来 
代替 . 于 是 可 以 用 图 3. 40 表示 一 个 前 分 ,在 一 正 6 角形 之 中 和 作 
一 个 小 的 正 6 角形 . 将 小 的 正 6 角形 分 作 六 个 3 前 形 ， 又 将 两 
个 正 6 角形 之 间 分 作 12 个 3 角形 ， 

- I= 


图 3. 39 

用 类 似 的 方法 , 我们 可 将 rRP? 
剖 分 如 下 . 作 rRP? 时 , 我 们 用 一 个 
正 6r 角形 . 在 正 6r 角形 作 一 个 小 
的 正 6r 前 形 ， 将 小 的 正 6r 了 角形 分 
作 6r 个 3 角形 ， 叉 将 两 个 正 6r 角 
形 之 间 分 作 12r 个 3 角形 . 

利用 这 些 放 分， 我 们 计算 曲面 
的 欧 拉 示 性 数 . 

(12.9) (1) el(S:) = 2 

(2) edtr7T2) 一 2 一 2r， 

(4) etrRP’}Y=2— rr, 

有 不 同 欧 拉 示 性 数 的 两 个 曲面 是 不 会 同上 是 的. 另 方 面 , rT 
与 2rRP? 虽然 有 相同 的 欧 拉 示 性 数 , 但 是 +T? 与 2rRP? 却 不 同 
且 ， 原 国 是 xT* 有 正 反 两 面 ， 称 作 可 定向 曲面 ,但 =RP: 无 正 反 
面 ， 称 作 不 可 定向 曲面 . 


图 和 机 
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$13 ”着色 问题 和 四 色 猜 测 


已 给 一 个 得 面 M，M 上 一 条 曲线 段 是 MM 中 一 个 与 [0，1] 
同 凸 的 1 维 流 形 . MH 上 一 个 网 络 避 是 1 的 一 个 子 集 , 由 有 限 条 
曲线 段 构成 ,使 其 中 任何 两 条 不 同 的 曲线 段 的 交集 或 是 空 集 朱 ， 
或 是 一 个 公共 端点 ， 或 是 两 个 公共 端点 ， 见 图 3. 41.， 


1 人》 
图 3.41 

已 给 M 上 一 个 网 络 G. 则 和 将 对 分 作 有 限 个 区 域 , 每 个 区 
域 是 邮 一 的 一 个 连通 分 支 . 对 任何 两 个 不 同 的 区 域 R 与 尺 :， 
荷 尺 , 门 天 : 至 少 包 含 G 中 一 条 曲线 段 ， 我 们 说 Ri 与 R; 是 相 邻 
的 . 否则 的 话 ， 我 们 说 Ri 与 R; 是 不 相 邻 的 .所 以 对 不 相 邻 的 
两 个 区 域 RR 与 R,，RL 门 R; 仍 有 可 能 包含 有 限 个 点 ， 

藉 色 问题 ， 已 给 一 个 曲面 M, 被 一 个 网 络 避 分 作 有 限 个 区 
域 ， 我 们 将 每 一 区 域 着 一 种 颜色 而且 要 求 任何 两 个 相 令 的 区 
域 上 有 不 同 的 颜色 .现在 问 我 们 最 少 需 用 多 少 种 颜色 ,使 对 时 
上 上 任何 一 个 网 络 C， 都 能 够 完成 我 们 的 着 色 . 

这 个 问题 是 由 将 地 球 仪 上 诸 国 家 着 色 所 引起 的 .当初 的 猜 
测 是 最 少 需 用 4 种 颜色 . 这 就 是 所 请 四 色 和 猜测 . 

1879 年 Kempe 发 表 了 一 篇 论文 , 内 容 是 四 色 猿 测 的 证 明 . 
不 过 在 十 一 年 之 后 ， 即 18900 年 ， Heawood 在 一 篇 论文 中 指出 9 
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Kempe 的 证 明 中 有 庙 洞 .不 能 算 肯 定 了 四 色 和 猪 测 . 虽然 如 此 ， 
Heawood 指出 Kempe 论文 中 的 构想 很 有 价值 ， 只 要 稍 加 修改 ， 
可 以 得 到 : 

《13. 1) 五 色 定 理 . 对 2 维 球面 上 任何 一 个 网 络 , 我 们 内需 
用 五 种 颜色 去 着 色 被 划分 成 的 区 域 ， 可 使 任何 两 个 相 邻 区 域 上 
有 不 同 的 颜色 . 

四 色 猜 测 属于 拓 朴 学 ， 但 是 去 了 解 四 色 猜 测 并 不 需要 拓扑 
知识 . 所 以 者 干 年 来 , 不 但 有 许多 数学 家 淮 试 去 踊 补 Kempe 证 
明 中 的 漏洞 ， 或 男 找 偿 征 去 证 明 四 色 猜 测 ， 而 且 还 有 无 数 懂 很 
少数 学 的 人 、 去 向 类 似 的 努力 ， 

四 色 和 猜测 的 证 明 是 Appel 与 Haken 两 人 在 1976 年 得 到 
的 ， 他 们 针对 Kempe 证 明 中 的 漏洞 ， 先 找 出 1936 个 “不 可 避 
免 ” 的 网 络 . 然后 运用 大 型 的 计算 机 ， 去 分 析 对 每 一 个 不 可 如 
免 的 网 络 所 引起 的 着 色 问 题 . 他 们 的 结论 是 在 每 一 情形 下 ， 有 
4 种 颜色 就 足 驶 了 .去 分 析 非 常 繁杂 的 1936 个 不 可 避免 的 网 
络 ， 他 们 用 了 岂 百 小 时 计算 机 的 时 间 、 工 作 基 之 大 当然 不 是 人 
力 所 能 做 得 到 的 . 所 以 他 们 亦 曾 尽力 去 简化 . 经 过 深入 思考 后 ， 
他 们 将 不 可 避免 的 网 络 减 至 1482 个 ， 但 是 感觉 到 减 至 1200 个 
之 下 的 可 能 性 相当 勤 藻 ， 所 以 依循 他 们 的 方法 ， 我 们 就 不 得 不 
依 革 计算 机 了 ， 如 果 我 们 放弃 计算 机 ， 而 希望 用 猎 辑 推导 的 方 
法 去 证 明 四 色 猜 测 ， 那 么 非 别 开 途 径 不 可 .这 一 点 有 无 数 人 努 
力 过 ， 担 是 一 百年 来 还 没有 看 到 一 本 点 成 功 的 征象 . 

现在 回 到 当初 提出 的 着 色 问 题 , 已 给 一 个 曲面 好 ,不 一 定 
是 2 维 球面 , 则 M 有 一 个 欧 拉 示 性 数 ee CMY. 令 有 时 的 Heawood 
数 

HOM 
为 不 太 于 
» SF. 


(7 十 49 — S24eCM)) /2 
的 最 大 自然 数 ， 

《13. 2) 已 给 一 个 曲面 M， 则 在 M 上 有 一 个 网 络 ， 使 我 们 
最 少 要 用 五 CM) 种 颜色 去 着 色 被 划分 成 的 区 域 , 才 可 使 任何 两 
个 相 邻 区 域 上 有 不 同 的 颜色 , 男方 面 ,对 时 上 任何 一 个 网 络 , 我 
们 都 可 以 用 五 (4) 种 颜色 去 着 色 被 划分 成 的 区 域 , 使 任何 两 个 
相 邻 的 区 域 上 有 不 则 的 颜色 . 

在 M=S: 时 , (13. 2) 即 四 色 犹 测 , 在 上 面 已 经 说 过 , 目前 
我 们 所 知道 的 唯一 证 明 ， 是 依靠 计算 机 去 分 析 直 可 避免 的 网 络 
才 得 到 的 , 在 M 关 S? 时 , 这 结果 是 Heawood 给 的 , 但 Heawood 
并 没有 完成 他 的 证 明 , 经 过 若干 数学 家 的 继续 努力 , 到 1968 年 
才 算 完成 ， 比 Appel 和 Haken 证 明 站 色 猜 测 早 了 从 年 . 在 这 里 
值得 一 提 的 ,是 对 邮 关 3 情形 ， 我 们 不 须 用 计算 机 .用 逻辑 推 
导 就 驶 了 .高 水 平 的 读者 们 如 果 想 进一步 了 解 这 方面 知识 ， 可 
以 去 阅读 Saaty and Kainen, The Fous Color Problem, Assault 
and Conqguest, 1977. 

对 比较 简单 的 曲面 好 ,我 们 将 eCMD 和 总 Cat) 的 数值 列 成 
一 表 如 下 . 
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第 四 章 ”微分 拓扑 


3 14 ” 微 积分 


讨论 微分 拓扑 ， 我 们 必须 要 用 到 微 积分 。 读 者 大 要 都 读 过 
微 积分 的 课程 ， 所 以 在 这 一 节 中 ， 我们 只 简略 地 提 一 提 . 
已 给 访 中 一 个 开 集 上 及 一 个 函数 
:UU—&k. 
对 任何 xEDU，, 若 1 是 一 个 接近 于 0 但 不 等 于 0 的 实数 ， 则 zz 十 
:和 这 ， 于 是 得 到 一 个 实数 


站 人 十 全 一 Cr) 
一 一 一 一 一. 


当 上 接近 0 时， 如 果 这 实数 有 一 个 极限 六 (=) ,我 们 称 户 (z) 为 


了 在 数 z 的 导数 .所 以 
万 (Cr = lim s+ 0 一 fr) 


如 果 六 4z) 对 所 有 之 < U 部 存在 ,我 们 则 得 到 f 的 导 函 数 


Fr: U—R 
* SS"* 


同样 地 , 我 们 考虑 产 在 每 一 个 > 和 ED 的 导数 产 (r) 及 广 的 

导 范 数 

六 77 一 一 及 . 
车 产 存在 , 我 们 称 产 为 了 的 第 2 阶 导 函数 , 同时 称 广 为 了 的 第 
1 阶 导 函数 . 

如 此 继续 做 下 去 . 车 让 的 第 有 阶 导 国 数 ,， 宏 1,， 广 : UR 
存在 ; 我 们 则 考虑 太 的 寻 消 数 六 : U 一 R. 如 果 "在 在 , 我 
们 称 产 * 为 了 的 第 十 1 阶 导 函 数 . 

若 对 任何 上 六 ,和 了 的 第 上 阶 导 画 数 产 存 在 ,我 们 说 了 是 光 
滑 的 . 

在 这 一 节 中 我 们 只 给 少数 例子 . 在 (14. 1) 中 ， 读 者 们 可 
以 见 到 一 个 光滑 函数 的 例子 、 对 没有 学 过 微 积 分 的 该 者， 我 们 
希望 他 们 在 读 下 去 之 前 ,自己 须 阅 读 一 本 简 浅 的 微 积分 读本 ,并 
学 会 如 何 去 计 算 导 涵 数 和 定 积分 . 

已 给 R" 中 一 个 开 集 U 及 一 个 函数 

ff: UU—R. 
对 和 酝 何 zx == Cx;T) EU ， 则 有 一 个 实数 
fr) = fr st ). 
对 任何 i 二 1， "ss 我 们 将 zi， a Rt Tr 固定 ， 
而 将 f 看 作 的 函数 .于 是 我 们 能 够 考虑 导 函 数 


af 
3 fy7 一 此 


如 果 站 存在 ， 我 们 称 世 为 了 对 = 的 仿 导 函数 ， 这 些 偏 导 函 数 
af 


a3? 一] ，+ 反 


称 作 了 了 的 第 1 阶 偏 导 函 数 . 
若 /的 第 1 阶 偏 导 函 数 都 存在 ， 同 样 地 我 们 可 以 去 考虑 / 
。 00。 


的 第 2 阶 偏 导 函 数 


a + + 
jl 
FF 


若 子 的 第 2 阶 偏 导 函 数 都 存在 ,我 们 可 以 去 考虑 的 第 3 阶 偏 
导 图 数 . 一 般 来 说 ， 逢 f 的 第 有 阶 仿 导 歇 数 都 和 存在， 我 们 可 以 
去 考虑 f 的 第 上 十 1 阶 偏 导 函数 . 

假设 对 任何 XEN, 了 的 第 阶 偏 导 函 数 都 存在 ， 我们 说 f 
是 光滑 的 . 因为 这 时 三 了 是 连续 的 ， 所 以 我 们 称 为 一 个 光滑 
上 映射， 再 者 ， 在 任何 一 个 第 点 阶 偏 导 画 数 

af 
ar "rr;, 
中 ，ar ，…，am 的 顺序 可 以 任意 改变 . 
1: U—rR.. 
则 存在 六 个 函数 
fs se, fn: [一 六， 
使 对 任何 rEU， 
Hr) = CH lr) fr)), 

车 记 ， oy fy 都 是 光 请 的 ， 我 们 说 是 光 沸 的 ， 而 且 称 让 为 一 
个 光 沸 映射 . : 

着 了 是 一 个 光滑 映射 ,也 是 一 个 拓扑 嵌入 ,而 且 对 任何 xE 
UN Xn 矩阵 

| 

Bj i Nj en 
在 点 zz 的 毯 等 于 ,就 是 说 其 中 有 一 个 nXn 行列 式 不 等 于 0, 我 
: 们 说 是 一 个 光滑 媒人 .， 

已 给 原点 8 在 HH"= {zE 有 js 兰 0}) 中 一 个 邻 域 六 及 一 个 

90 。 


函 教 
ETY 一 下， 
若 存 在 一 个 玉 中 的 开 集 UU 及 一 个 光滑 映射 (或 光滑 杠 入 )》 ;UU 
一 R"， 使 YCU， 而 且 对 任何 zEV, g(r) = A(r) ， 我 们 说 gg 
是 一 个 光滑 上 喘 射 〈 或 光滑 多 入 )， 
最 后 我 们 给 几何 有 用 的 光滑 映射 


(14. 1)》 邻 4， 尼 -* 尼 的 定义 为 
0 着 Xz 生 0， 
“一 ei 若 z0， 
则 4 是 一 个 光滑 映射 . 
(14. 3) 者 4 是 如 上 ， 而 且 关 ， 忍 - 届 的 定 祥 是 
HEX 王 一 CD)ACL — xr), 
则 gy 是 一 个 光滑 上 映射， 而 且 
pf 一 站 车 工 夺 0 或 xX+ 宇 1， 
Pr 0 若 00 二 XT 之 1. 
《14.3) 车 py 是 如 上 ， 而 且 v: R 一 R 的 定义 是 


则 上 是 一 个 光滑 喘 射 ， 
rz) 一 全 若 袜 所 站， 
1 车 工 宇 1， 
而 且 
MI) 0 车 0 之 工 < 之 1. 
学 会 计算 导 沙 数 及 定 积分 的 读者 应 当 能 筋 证 明 (14. 1)， 
《14.2) 和 (14. 3) ,而且 也 能 驶 作 3, 5 和 wv 的 图 . 所 以 在 这 里 我 
们 不 再 多 说 了 . 


=。 人 1 。 


§ 15 光滑 流 形 、 光 滑 问 用 


这 一 节 是 微分 拓扑 的 基础 . 

已 给 一 个 在 RY 中 的 # 维 流 形 对 ， 我 们 知道 对 任何 天 EM， 
存在 一 个 上 在 时 中 的 邻 域 忆 及 一 个 拓扑 媒人 

£, UU—-R" 
使 满足 下 面 的 条 件 . 车 xE3M, 则 (rT) E 86C 站 二 五 "而 
且 *o 是 HH" 中 的 一 个 开 集 ,车工 专 3M, 则 &CU) 是 总 中 的 一 
个 开 集 . 

音 :EC 一 和 是 一 个 光 请 嵌入 ,我 们 说 邮 在 点 z 的 
附近 是 光滑 的 . 如 果 对 在 其 中 每 一 点 附近 都 是 光滑 的 , 我 们 说 
af 是 R” 中 一 个 n 维 光 滑 流 形 . 

《15. 1) 例子 . 

(1) (Cas 5b) [a, 6)，(ay 5 [a; 5] 是 有 :中 的 1 维 光滑 
流 形 ， 

(2) R"，H"，B",，D" 是 Rr 中 的 维 光 滑 流 形 ， 

(3) 5" 是 居中 的 一 个 二 维 光 滑 流 形 . 

(4) 若 MM 是 RY 中 的 一 个 » 维 光滑 流 形 , 而 且 M' 是 MM 中 一 
个 不 等 于 所 的 开 集 ， 则 MY' 亦 是 R* 中 的 一 个 维 光 涓 访 形 . 

(5) 若 放 是 展 中 一 条 简单 闭 曲 线 ,由 一 个 多 前 形 的 边 所 构 
成 , 则 M4 是 R? 中 的 一 个 1 维 流 形 , 但 不 是 R: 中 的 一 个 1 维 光 
滑 流 形 ， 原因 是 对 在 每 一 项 点 有 一 个 隅 和 角 , 于 是 在 它 的 附近 不 
是 光滑 的 . 

己 纺 一 个 在 R” 中 的 wn 维 光滑 流 形 . 若是 中 的 一 个 开 
集 , #; 一 尼 是 一 个 拓扑 嵌入 ， 使 SG) 是 扎 * 或 于 中 的 一 个 

生 J2» 


开 集 ,而且 ': £00) 一 R" 是 一 个 光滑 要 入 ， 我 们 称 
(U, &) 
为 光滑 流 形 MM 中 一 个 坐标 邻 域 ， 在 坐标 邻 域 (Uy 中 ， 任何 
一 点 xEU 的 坐标 是 
E(z)》 = Crisr sn). 

光滑 流 形 M 上 的 光滑 结构 是 光滑 流 形 好 中 所 有 坐标 邻 域 所 构 
成 的 集 ， 

已 给 一 个 在 RY 中 的 维 光滑 流 形 MM, 一 个 在 R* 中 的 n' 维 
光滑 流 形 MM' 及 一 个 映射 

ff: M—=M. 
若 对 任何 xzE 邮 ,存在 一 个 MM 中 举 标 邻 域 (U8&) 及 一 个 M7 中 
坐标 邻 域 (U'，#')， 鸽 
EU EU', 
而 且 
EAE TIE MN FU RY 

是 一 个 光滑 映射 (或 光滑 奏 入 ), 我 们 说 站 M 一 Mr' 是 一 个 光滑 
映射 (或 光滑 漫 人 人). 车 f，M 一 MM 是 一 个 光 清 淄 入 , 而且 是 一 
对 一 的 , 我 们 说 了 1 一 邮 是 一 个 光滑 误 人 . 若 FM 一 时 是 一 
个 光滑 悉 和 人, 而 且 是 满 的 , 我 们 说 了， M4 一 MM' 是 一 个 光滑 同 旺 . 
对 尾 何 两 个 光滑 流 形 好 和 az ， 若 存在 一 个 光滑 同 肛 ff; M 一 
af ， 我 们 说 用 与 MT 是 光 沸 同 肚 的. 

(15. 2) 了 MM 是 一 个 光滑 同 肚 的 一 个 充 要 和 条件 是 是 
一 个 同 且 而 且 上 了 与 产 ? 是 光滑 的 ， 

微分 拓扑 是 研讨 光滑 流 形 在 光滑 同 肽 下 不 变 的 性 质 ， 这 种 
性 质 香 一 个 光滑 流 形 M 具有 ， 则 任何 一 个 与 M 光滑 和 辣 胚 的 光 
清流 形 1 都 上 共有. 

已 给 两 个 光滑 流 形 好 与 邮 及 两 个 光滑 崩 和 万， 万 44 一 

了 


M'. 车 
FM x Lol]— MM 
是 一 个 光滑 观 射 ， 使 对 任何 1:€ [0，1], f(x) = 二 F(Z,t)》 定义 
了 一 个 光 请 谍 人 
了 M——M, 
我 们 说 已 是 琅 与 万 之 间 的 一 个 光滑 同 瘦 ， 如 果 在 六 与 态 之 
间 存 在 一 个 光滑 同 痕 ， 我 们 说 把 与 万 是 光 清 同 妆 的 ， 


3 16 光滑 化 问题 


我 们 先 考虑 忆 上 的 简单 闭 曲 线 , 很 明 最 地 ，S! 是 光滑 的 ， 
但 是 由 一 个 多 角形 的 边 所 构成 的 简单 闭 曲 线 却 不 是 光滑 的 ， 原 
因 是 在 每 一 个 顶点 有 一 个 陋 角 . 


从 VXM 


(a) (Db) Cc) 《d) 
转 4.1 
为 去 掉 这 些 揭 角 ， 我 们 先 考 囊 拓 扑 嵌 入 
jf: R—*R’. 
它 的 定义 是 
fr) 一 《zirlzl)， 
+ ds 


其 中 r 是 一 个 已 给 的 正 实数 . 于 是 的 图 在 原点 有 一 个 隅 舱 . 去 
这 个 阳 角 可 以 用 下 面 的 方法 ， 令 v; R 一 R 为 (14.3) 中 所 给 的 
光滑 上 映射。 则 对 任何 50， 有 一 个 光滑 映射 


rr: RR—=h, 
u(t) = v(t|zl/d — 1)., 
于 是 月 一 个 区 清和 能 入 
中: 办 一 一 四， 
它 的 定义 是 
gCXT) 一 GZF 十 (1 一 afz)rTrrG)， 


在 jj 空谷 时 , g 的 图 就 是 了 的 图 但 在 |x| 三 25 时 ,8g 的 图 是 
一 光滑 曲线 段 , 同时 当 5 接 近 0 时 ， # 的 图 接近 于 /的 图 ， 所 以 
了 的 图 在 原点 的 隅 和 角 被 光滑 化 了 . 

对 任何 一 个 多 角形 的 边 所 构成 的 简单 闭 曲 线 ， 我 们 可 以 用 
这 方法 去 光滑 化 每 一 硕 点 的 隐 角 使 得 到 一 条 光滑 的 简单 闭 曲 
线 ， 接 近 原 来 的 简单 闭 曲 线 ， 对 一 个 三 角形 的 边 所 构成 的 简单 
闭 曲 线 和 光滑 化 后 的 简单 闭 曲 线 ， 可 以 用 图 4. 2 示意 . 


/A~ /NN 


图 4.2 
其 次 让 我 们 来 看 曲面 , 在 R: 中 , $S: 是 光 请 的 , 但 是 由 一 个 
四 面体 上 +4 个 三 着 形 所 构成 的 曲面 M 不 是 光滑 的 , 原因 是 在 四 
面体 6 条 边 上 每 一 点 M 不 光滑 . 
对 这 个 曲面 ,我 们 可 以 用 类 似 的 方法 将 它 光滑 化 ， 如 图 
+ IJ5. 


4. 3 所 示 . 我 们 有 两 个 三 角形 ABC 
各 ABD, 相交 于 公共 边 48B. 在 这 两 4 
个 三 角形 内 部 各 取 一 点 ， 即 图 中 的 
点 五 和 息 ， 对 45 上 任何 异 于 4 下 c 
五 的 一 点 只, PRU RQ 是 一 折线 ,在 
点 只 有 一 陋 角 , 于 是 我 们 可 以 用 上 
面 的 方法 使 光滑 化 ,对 每 一 点 六 我 
们 需 用 一 个 正 实 数 3CR)， 录 要 B 
(KR) 是 民 的 光 清 晒 数 ,我 们 就 能 够 图 43 
特 4 互 一 {4,B) 光滑 化 . 
对 M 的 每 一 条 边 做 这 样 的 光 请 化 , 我 们 得 到 一 个 新 的 曲面 

4f， 它 的 上 面 除开 四 个 点 〈 即 原来 MM 的 项 点) 外 , 都 是 光滑 的 ， 

， 闻 在 每 一 个 不 光 请 的 点 的 附近 旺 锥 形 , 于 是 可 以 用 类 似 方 
法 去 光 斌 化 ， 图 4. 4 是 光滑 化 前 后 的 示意 图 . 


Li 


围 4.4 
在 第 12 节 中 , 我 们 已 经 见 到 $: 与 72 是 到 中 的 光滑 曲面 ， 
二 B 是 Re 中 一 个 光 请 曲面 . 但 是 所 作 的 RP? 不 是 光滑 的 ,原因 
是 沿 着 QM = MA NM = 232M, 并 不 光 请 . 
要 光滑 化 所 作 的 RP 并 不 困难 ,现在 说 明 如 下 ， 先 作 一 -个 
拓扑 账 入 
f:S' X [一 1,1] 一 -~ RP:, 
人。 


使 
CS X (10 = MN MAS x[L— 10pCcCM, 
Fs’: x [0,1]) C M;, 
而 且 
FS X [Co 1.01— NT， 大 SI x 0,1] 一 MM, 
是 光滑 嵌入 ， 于 是 对 任何 zES, .FIzl Xx [一 111) 是 一 曲线 
段 ,一 般 来 说 ,这 曲线 段 在 点 Fr,o) 有 一 个 随 角 ,在 其 它 点 是 光 
滑 的 ， 所 以 我 们 可 以 仿照 上 面 的 方法 将 它 光 请 化 . 
在 这 里 我 们 再 说 一 个 比较 容 看 的 例子 . 着 
M, 二 {区 万 Si:|zxa 宇 0}s 
M,= {xERI|zX)| G1,7, = 0}, 
则 3 = 二 站 MM 二 3M;， 而 且 MM= MU MM; 是 一 个 曲面 ， 沿 着 
MM 站 M4; 不 是 光滑 的 ;但 在 其 它 点 是 光滑 的 ,于 是 我 们 可 以 用 上 
面 的 方法 将 它 光滑 化 ， 光 请 化 前 后 的 示意 图 如 下 : 


困 4.s 

现在 再 谈 谈 紧 的 无 边缘 的 可 前 分 的 连通 流 形 的 光滑 化 问 
题 . 已 给 一 个 在 R" 中 的 有 限 复 形 天 , 使 多 面体 | 兵 | 是 一 个 紧 的 
无 边 绿 的 n 维 连 通 流 形 邮 , 令 4 为 迫 中 所 有 维 数 小 于 ”的 单 形 
的 并 集 . 则 好 在 4 中 的 点 一 般 是 不 光 少 的 , 但 在 其 他 的 点 是 光 
滑 的 ， 对 这 样 一 个 = 维 流 形 邓 ， 我 们 能 够 将 它 光 滑 化 吗 ? 

右 *>>2， 我 们 没有 方法 将 这 种 流 形 一 个 一 个 作出 来 . 所 以 

= 四 7 


不 能 像 处 理 曲面 一 样 来 研讨 一 般 性 的 光滑 化 河 题 . 同时 我 们 没 
有 什么 图 形 可 依赖 了 . 在 这 情形 之 下 ,任何 “直觉 ”只 是 猜测 ， 
对 错 只 在 一 线 间 , 次 不 可 以 轻易 肯定 或 香 定 ， 所 以 上 唯一 的 方法 ， 
是 去 发 展 高 深 的 数学 理论 ， 然 后 任 理 论 求 问题 的 管 案 . 

解答 一 般 性 光滑 化 问题 得 用 很 多 代数 拓扑 ， 包 括 上 间 调 论 
和 同 伦 论 . 先 用 代数 拓扑 发 展 一 套 理 论 , 使 MM 的 光滑 化 问题 演 
化 成 M 在 代数 拓扑 中 的 向 题 , 因 之 可 以 找到 一 个 紧 的 , 无 边缘 
的 ， 可 剂 分 的 连通 8 维 流 形 好 ， 使 我 们 无 法 将 它 光 消化， 作 这 
样 一 个 要 并 不 太 难 ， 但 证 明太 高 深 了 . 


3 17 光滑 流 形 的 粘 合 及 连接 和 


在 第 11 及 第 12 两 节 中 ， 我 们 介绍 了 拓扑 流 形 的 粘 合 及 连 
接 和 ， 使 得 到 新 的 拓扑 流 形 ， 在 这 一 节 中 我 们 将 粘 合肥 连接 和 
用 在 光滑 流 形 上， 使 得 到 新 的 光 请 流 形 . 

一 个 最 简单 的 粘 合 的 例子 是 由 一 条 线段 得 到 一 个 圆 ， 如 在 
第 11 节 中 说 过 ， 令 

时 一 Tc 人 办 :||zi| SF 一 0 
而 且 令 

F:; MX 10, 1] —R: 
的 定义 为 


CO} tt 二 人 必 ，, 


Flr Ot) = 一 1 . 1 
[Tsintz,, 01 — costx,) »” fi 0, 


对 任何 : € [50,1], 邻 
fi MR 
e ON" 


的 定 久 为 上 Cr) = 二 下 Cz). 则 对 企 何 :€ [0,1), 护 是 一 个 光滑 凡 
和 ,而且 当 * 从 0 增 至 1 时 .Ca 在 到 中 光滑 变形 ,而 且 最 后 所 
得 到 的 万 (CH 是 一 个 光 得 流 形 . 
利用 同样 的 方法 ， 我 们 可 由 到 中 一 个 矩形 邮 得 到 一 个 图 
柱 侧 面 或 一 个 考 比 乌 斯 带 ， 与 在 第 12 节 中 所 见 到 的 大 同 小 蜡 . 
唯一 的 不 同 是 在 这 里 须 强调 光 清 ， 
其 次 我 们 考 虚 两 个 光 潮 流 形 的 连接 和 ， 已 给 两 个 紧 的 无 边 
缘 的 连通 光滑 n 维 流 形 邓 与 M; 及 两 个 光滑 艇 入 
Ais I 一 fs: DD ——*iM,，, 
则 | 
.Mo= M,C CD 一 到 1 一 周一 六 CD 一 了) 
是 两 个 紧 的 有 边 毕 的 连通 光滑 # 维 流 形 ， 而 且 可 以 用 光 清 同 眶 
A= fafy fr) — f(r) 
将 它们 粘 合 在 一 起 ， 使 得 到 连接 和 
M,# M,. 
一 般 来 说 , 册 , 间 导 , 在 粘 合 地 方 471C2D") = 六 (am 不 一 定 是 
充 滑 的 ,但 是 在 其 他 部 分 则 晨光 滑 的 . 利用 上 一 节 的 光滑 化 , 我 
们 不 难 将 Mi 并 js 造成 一 个 光滑 流 形 ， 现 在 让 我 们 说 明 恕 下 . 
首先 我 们 观察 示意 图 4. 6， 


图 #6 


* 与 遇 。 


利用 光 清 后 痕 , 我 们 能 够 将 与 My* 光滑 变形 , 使 变形 后 
的 M1' 与 Mz' 的 边缘 的 附近 呈 贺 柱 形 ， 示 意图 4. 7. 


MAL i 


图 4.7 转 4.3 

最 后 将 变形 后 的 az 与 Ms' 沿 着 它们 的 边缘 烙 合 在 一 起 ,使 
得 到 一 个 紧 的 无 边缘 的 连通 光滑 拉 维 流 形 MT HM,. Mf, Ht NM 在 
烙 合 地 方 的 附近 是 呈 圆 柱 形 (图 4. 8). 

在 这 里 我 们 再 说 几 和 名 已 经 在 第 12 节 中 说 过 的 话 ，M# MM 
不 但 可 能 随 Ml 与 邮 : 的 改变 而 改变 , 而 且 也 可 能 随 广 与 f; 的 
改变 而 改变 .不 过 当 MM 与 MM 是 曲面 时 ，M#M, 在 光滑 同 胚 
之 下 , 由 MM 与 MM; 完全 决定 , 与 乒 和 户 的 选择 无 关 . 因此 在 
R? 中 有 光滑 曲面 r+T*， 在 R' 有 光滑 曲面 -= 玉 P:. 

光滑 曲面 rT? 与 rRP? 也 可 以 用 另 一 方法 得 到 的 . 在 
《12. 1) 中 我 们 说 过 每 一 个 曲面 是 可 前 分 的 . 所 以 对 任何 一 个 曲 
面 好 ， 存 在 一 个 有 限 复 形 天。 使 多 面体 | 天 | 同 胚 于 M， 于 是 可 
以 用 上 一 节 的 方法 , 先 光滑 化 天 中 每 一 个 1 维 单 形 中 异 于 端点 
的 点 ,然后 再 光滑 化 天 的 顶点 . 这 经 光滑 化 后 所 得 到 的 光滑 曲 
面 可 以 看 作 光 请 的 MM. 

在 第 20 节 中 我 们 还 要 谈 7? 维 怪 球面 的 连接 和 ,出 现 的 成 果 
是 很 难 用 直觉 去 想象 的 ， 
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§ 18 光滑 与 不 光滑 之 间 的 差距 


光滑 与 不 光滑 之 间 的 差距 ， 说 小 可 能 很 小 ， 说 大 也 可 能 很 
大 . 比如 说 对 简单 闭 曲 线 和 曲面 ， 光 请 与 否 并 不 影响 成 果 . 可 
是 对 3 维 流 形 就 不 同 了 .在 镶 中 亚 力 山大 有 角球 面 好 所 引起 
的 意外 现象 ( 见 第 3 节 ) 的 主要 原因 是 并 在 天 中 不 是 光滑 的 . 
古语 说 :“ 差 之 羔 厘 ， 失 之 干 里 . ”做 现代 数学 的 困难 在 此 ， 做 
现代 数学 的 兴趣 亦 在 此 ， 许 多 主要 数学 问题 的 决定 只 是 一 线 之 
差 . 点 滴 无 误 是 对 的 ， 毫 座 之 盖 就 可 能 错 了 .有 志 于 做 数学 的 
读者 ， 对 这 一 点 必须 认真 . 

现在 让 我 们 谈 谈 一 些 差 距 . 

_1 在 (45-5) 中, 我们 说 存在 一 个 满 的 映射 /; R 一 站 ， 我 们 
不 难 体 会 到 , 那样 作出 的 不 是 光滑 的 . 事实 上 这 个 体会 不 错 , 
原因 是 下 面 的 成 果 : 

(18. 1》 ”Sard 定理 . 已 给 一 个 光滑 维 流 形 MM, 一 个 光滑 
n' 维 流 形 邮 及 一 个 光滑 映射 

ff: M——M' 

若 nn'， 则 了 不 是 满 的 ， 

H. 在 第 10 节 中 我 们 提 到 可 前 分 问题 ， 问 是 否 任 何 一 个 紧 
的 无 边缘 的 连通 二 维 流 形 都 是 可 前 分 的 . 我们 说 问题 的 答案 是 
否定 的 ， 原 因 是 存在 一 个 不 可 前 分 的 紧 的 无 边缘 的 连通 6 维 流 
形 ， 为 找 这 个 波形 ， 我 们 得 用 代数 拓扑 .首先 我 们 须发 展 一 套 
高 深 理论 ， 使 一 个 紧 的 无 边缘 的 连通 n 维 流 形 M 的 可 剂 分 问 
题 ， 化 成 为 一 个 MM 的 4 维 上 同调 类 etCM) 是 否 等 于 0 的 问题 ， 
依靠 这 个 成 果 ， 我 们 才能 作出 一 个 不 可 剂 分 的 6 维 流 形 . 
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大 有 光 请 条 件 ， 捕 次 就 不 同 了 ， 原因 是 有 下 面 的 成 果 . 

(18. 2》 Cairns 定理 . 任何 -个 紧 的 光滑 n 维 流 形 是 可 剖 
分 的 。 

IV 。 若 凡是 一 个 在 及 中 的 亚 力 出 大 有 和 角球 面 , 则 不 存在 
一 个 同上 且 三 : Ri 一 Ri， 使 CM) 一 他: 。 

另 方 面 ， 我 们 却 有 下 面 的 结果 ; 

《18. 3》 知晓 是 一 个 在 中 中 的 光滑 流 形 , 同 胚 于 5S"!, 则 
存在 一 个 光滑 同 且 : R*>R"， 使 CM) = 5S"71 


3 19 庞 加 菜 猜 测 


在 (12.7) 中 我 们 将 曲面 分 类 , 就 是 说 在 同上 是 之 下 , 我 们 能 
够 将 曲面 个 别 作出 来 , 所 以 一 个 很 自然 的 问题 是 在 n>>2 时 ,我 
们 应 如 何 将 紧 的 无 边缘 的 连通 = 维 流 形 分 类 。 针 对 这 分 类 问 
种， 一 个 首先 的 问题 是 ， 

庞 加 某 猜 测 若 MM 是 一 个 紧 的 无 边缘 的 连通 3 维 流 形 , 和 
9 有 相同 的 同 伦 型 ， 则 邓 与 51 同 胚 。 

计 多 数学 家 曾经 党 试 去 证 明 斋 加 菜 猜 测 。 不 只 一 次 好 像 巨 
经 成 功 了 或 者 差不多 成 功 了 ， 可 是 并 没有 真正 成 功 。 出 于 许多 
数学 家 意料 之 外 ， 在 1961 年 ，Smale 证 明了 高 维 的 论 加 莱 猜 
测 。 弛 的 结果 是 ; 

(19. 1) 者 对 是 一 个 紧 的 无 边缘 的 连通 = 维 光滑 流 形 ,和 
S"” 有 相同 的 同 伦 型 ， 则 在 上 芝 5 时 邮 与 9 间 胚 。 

(19. 1) 是 三 十 余年 来 在 微分 拓扑 上 著名 成 果 之 一 。 它 的 证 
明 茎 元 长 又 繁杂 ， 不 是 一 般 读 者 们 所 能 了 解 的 。 记 以 我 们 只 能 
给 一 个 篇 单 的 说 明 。 
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一 个 配 边 是 一 个 三 元 组 


CV; Vis V2, 
其 中 W 是 一 个 紧 的 有 边缘 的 连通 训 维 光 滑 流 形 ， 而 且 
WVUV, UnmV= 启 - 


一 个 五 配 边 是 一 个 配 边 (Ws; VY，V,)， 满 足下 面 两 个 条 件 ; 
(1) WW 是 单 连通 的 。 就 是 说 对 任何 一 个 上 映射 9: Si 一 W， 
存在 一 个 映射 王 : 5S' x [0,1] 一 WW, 使 对 任何 七 5' ,P(rz,0) 
一 gr) ,而 有 是 BCS1 Xx {1}) 是 一 个 点 ， 
(i》 和 恒 等 幅 人 入 
ft VW, fis = Ve" 
是 同 伦 等 价 〈 恒 等 谍 人 将 每 一 点 上 喘 射 到 它 自 己 ) 。 
《由 (0 与 (ii 我 们 能够 证 明 Y 与 V: 也 是 单 连通 的 。) 
《19.2) 瑟 乱 边 定理 车 (7 访 ,，V;) 是 一 个 对 配 边 ， 
而 且 W 的 维 数 宇 6， 则 玉 与 六 Xx [0，1] 光 请 同 旺 . 
证 明 (19. 1) 的 最 大 困难 是 去 证 明 (19.2) 。 仍 设 (19. 2) 已 
经 得 到 证 本 ,那么 我 们 不 难看 到 (1i9. 1) 在 #*>>5 时 成 立 。 已 给 
一 个 稍 的 无 边缘 的 连通 n 维 光 清 流 形 M， 与 9" 有 相同 的 间 伦 
型 ，n 汪 5 。 先 作 两 个 光滑 在 入 
六 ， Ja —M, 
使 六 (2 NN f(D) = 2 ， 念 
太一 时 一 LA aD UU ft ~ 20D) ], 
二 六 Ca 一 1 2 
则 QV 各， V3) 是 一 个 下 配 边 , 而 且 W 的 维 数 是 宇 6 。 于 是 
由 《19.1) 知道 多 与 ax [0, 1] 光滑 同 凸 。 因此 我 们 容易 作 
一 个 同 旺 
es: aD x [0,1D 
司 gfADY= Dx 1},i = 1,2, 
* 了 03 。 


gtH 一 DrXx [0,1]， 
右 # 一 5， 我 们 先 得 证 明 存 在 一 个 紧 的 单 连通 的 连通 6 维 光 
清流 形 " ， 使 3 形 ' = 邮 《〈 这 个 证 明 相 当 困 难 ) 。 作 一 光 请 凡人 
了 一 一 DY 
今 
W = Wo fA — 20), 
Vi= faD),V= MW'—M., 
则 (Ws Vi Ts) 是 一 个 五 配 边 , 而 且 W 的 维 数 是 6 。 所 以 由 
《19. 1》 知道 和 时 与 3 光 请 同 肝 。 

为 得 到 (19. 2)，Smale 先 用 黄 尔 斯 理论 去 证 明 ， 在 光 清 同 
年 之 下 , W 可 以 由 VX [9, 1] 陆续 类 上 有 限 个 “ 环 柄 ”得 到 
的 。 其 次 用 n 宇 6 的 假设 证 明 这 有 限 个 环 森 的 次 序 可 以 互相 交 
换 ; 正 如 将 有 限 个 整数 相 加 时 ,这 些 整 数 的 次 序 可 以 互相 交换 ， 
再 其 次 证 明 对 每 一 环 柄 召 ， 可 找到 一 个 环 柄 百 " ,使 由 VX 
50,1J] 陆续 粘 上 五 与 瑟 时 ， 所 得 到 的 光滑 流 形 与 Vx [0,1] 
光 清 同 胚 ; 正如 由 整数 a 陆续 加 上 整数 5 与 -5,， 所 得 到 的 等 于 
a 。 利 用 这 方法 ,我 们 能 将 环 柄 的 个 数 减 到 0 。 所 以 玉 与 VX 
[0,1] 光滑 同 胚 . 

在 (19. 2) 中 之 所 以 假设 # 宇 6 是 使 W 有 足 驶 太 的 “空间 ”， 
使 环 柄 的 次 序 可 以 互相 交换 。 所 以 (19.2) 在 n= 二 4 或 5 时 是 否 
成 立 ， 是 数学 科研 中 一 个 热门 的 问题 。 

《19.3) ”定理 (19.1) 在 = 一 上 时 成 立 ， 

这 成 果 是 Freedman 在 1982 年 得 到 的 。 Freedman 并 没有 
证 明 (19.2}) 在 n=5 时 成 立 , 可 是 他 证 明了 一 个 比较 弱 的 结果 ， 
而 且 那 结 寻 足够 让 他 得 到 了 (19. 3)。 国 为 这 工作 , Freedman 得 
到 了 菲 尔 兹 奖 (相当 于 诺 贝尔 奖 )，。 

利用 (19. 27， 我 们 还 可 以 得 到 

=。 I04 。 


(19.4) 若 对 是 一 个 紧 的 # 维 光滑 流 形 , 与 "有 相同 的 
同 伦 型 ， 而 且 3M 是 单 连 通 的 ， 则 在 mn 宇 6 时 ，M 与 光滑 同 
肛 。 


§ 20 7 维 怪 球面 


知人 是 一 个 n 维 光滑 流 形 , 同上 肚 于 S*" 。 我 们 问 全 是 否 光 
滑 同 腺 于 S$". 

四 十 年 前 很 多 数学 家 相信 这 问题 的 管 案 是 肯定 的 ， 可 是 谁 
也 不 能 骨 给 一 个 证 明 。 出 于 太 家 意料 之 外 , 在 1956 年, Milnor 
作出 7 维 怪 球面 , 那 是 7 维 光滑 流 形 , 向 且 于 57 但 不 光 清 同 肛 
于 人 S 。 微分 拓扑 在 近 三 四 十 年 来 之 所 以 成 为 数学 科研 的 热门 ， 
党 这 成 果 的 影响 是 一 个 主要 的 因素 。 

作 7 维 怪 球 面 并 不 困难 .现在 特地 介绍 Milmer 的 作法 如 
下 : 

该 者 们 一 定 知 道 复数 。 任 何 一 个 复数 可 以 写成 
afth, a, pe RN. 
者 a 十 上 i 与 a 十 b'i 是 两 个 复数 ， 则 
a 二 m=a + ia =a ,b= bh'; 

(aT 二 ta + d= (+a 二 (8 +b i: 

(a tt ia’ + hi) = Caa’ — bb) + Cab’ + ba' i; 
关于 复数 的 乘 法 ， 我 们 只 要 记 着 分 配 律 成 立 ， 而且 

i 二 一 1]. 
我 们 常常 把 复数 a 十 5i 看 作 R* 上 的 点 (a, 4&) 。 于 是 所 有 复数 
所 攀 成 的 集 C 就 是 影 。 再 者 , 任何 一 个 复数 4 十 5 的 绝对 值 是 
la 十 不 | = | (aD) = Ya 十 六 
" 105* 


= va biva — By). 
类 伏地 ， 在 近世 代数 中 有 四 元 数 。 任 何 一 个 四 元 数 可 以 写 
成 
a 二 bi 二 ci dik, abcd ER. 
车 a 十 上 训 十 cj 十 与 2 十 Bi 十 cf 十 呈 直 是 四 元 孝 , 则 
a 二 可 十 cj 十 村 二 a 十 Bi 二 ej 二 dk 
saa , b= c=, d=d! 
(a 二 Tw 二 ci 二 de) Ca++teit dk) 
一 (2 十 妈 ) 十 (个 十 如 证 直人 十 妇 )7 十 区 十 二 是， 
(a + Bteit dea + itei+t ad'k) 
= ad — Eh — ce — dd Cab’ 4 ba' + cd — de' Ys 
+ tac’ — bd + ea + dpi Cad + he’ — ch 
day, 
关于 四 元 数 的 乘法 ， 我 们 只 要 记 着 分 配 律 成 立 ， 而 且 
.= 二 ko 二 1s 
= 一 kj=i, ki=—ik=j, 六 一 一 产 一 站 。 
我 们 常常 把 四 元 数 a 十 所 十 cj 十 dk 看 作 是 中 的 点 la, b,c， 
4) 。 于 是 所 有 四 元 数 所 构成 的 集 旧 就 是 RE， 再 者 ， 任 何 一 个 
四 元 数 a 十 太 十 cj 十 dk 的 绾 对 上 秆 时 
latbiTecjtdrl= | (abc,d) | = ve Trie ise 
= v(tathtcitadt (a—B—ci—dak). 
因为 DP 和 5S? 是 各 =Rt 的 子 集 ， 所 以 对 任何 整数 户 ， 我 们 


有 一 个 光滑 同年 

如 
蕊 的 是 义 是 

Mn) = Cu wr! *) 
令 


“了 00。 


2 = (DX SD) UD x 5), 

就 是 说 有 两 个 不 同 的 D+ x 5S:, 我 们 将 第 一 个 D'x5S 的 边缘 上 
的 点 (x, ao) 与 第 二 个 D' X58 的 边缘 上 的 点 为 (u,v) 相 粘 合 ， 
所 得 到 的 7 维 光 滑 流 形 是 ， 

利用 代数 拓扑 ， 我 们 能 够 证 明 与 $7 有 相同 的 同 伦 型 
于 是 由 《19.1) 知道 马 与 SS 同年， 

再 利用 代数 拓扑 ， 我 们 能 够 证 明 z 与 3 光滑 问 有 是 的 一 个 
充 要 条 件 是 AR 一 1) 是 56 的 倍数 。 所 以 zz、 za 等 等 都 是 7 维 
性 球面 ， 不 光 谢 同时 于 3 

从 发 现 了 ? 维 怪 球 面 以 后 ， 对 怪 球 面 的 科研 接 题 而 来 。 为 
决定 所 有 怪 球 面 ; 科 研 的 成 果 率 涉 到 古典 分 析 中 的 伯 努 利 数 , 举 
涉 到 代数 儿 何 ， 还 发 展 了 和 群 论 有 密切 关系 的 换 球 术 理 论 、 册 
这 里 我 们 可 以 见 到 ， 做 一 位 现代 数学 工作 者 ， 不 但 须 了 解 一 个 
领域 中 的 先进 科研 ,还 得 有 名 领域 的 知识 。 不 像 四 五 十 年 前 ,大 
多 数 的 数学 工作 者 将 自己 限制 在 一 个 领域 内 ， 也 能 够 得 到 良好 
的 科研 成 果 。 

7 维 怪 球面 也 可 以 用 下 面 方法 得 到 ， 一 个 5 维 复 线性 空间 
C 中 一 个 点 可 以 写成 

(Zl Ter Tr Las Ts), 之 1y ts Cs 各 05 人 帮 
念 

Ta To Ys 一 1，2 3, 4, 5§ 

其 中 x,， 刀 拓 有 豆 . 如果 特 (Cz)，xs，z3， zis z5) 看 作 R" 中 的 点 


(x1, Bit er Mas 下 39 Mar TIr Mar Tes Ys), 


CR*, 
六 1 和 ss) ED 
< 一 |z， 上 十 | > | 十 | = | 十 | =， | 十 | =s |*==1, 
+ OF7* 


对 任何 rEZ, 令 

KR = {rt TT Ts) ES | 十 十 十 2 十 2 一 0}， 
则 下 面 的 结果 成 立 。 

《20. 1) 对 任何 rEZ，K, 是 一 个 ? 维 光 滑 流 形 ， 同 肪 于 
S? 。 反 过 来 ,; 若 王 是 一 个 了 维 光 请 流 形 ,， 辐 且 于 37， 则 存在 一 
个 +EZ， 使 三 光 请 同 肛 于 天。 

C20.2) 对 任何 r, mEZ, 天 .与 天 -光滑 同 胚 的 一 个 充 要 
条 件 是 > 十 盖 积 > 一 二 两 整数 中 至 少 有 一 个 是 28 的 倍数 。 再 者 ， 
对 任何 rEZ; 太 ,与 $7 光滑 同 眶 的 一 个 充 要 条 忻 是 r 是 28 的 倍 
数 。 . 
已 给 一 个 7 维 光 滑 流 形 世 , 辣 胚 于 S'. 若 三 : Pi 一 2 是 一 个 
光滑 所 入 ， 由 《19. 4) 我 们 知道 存在 一 个 光 谢 同 且 8 : PD? 一 三 
一 AD” 一 aD 站 ,所 以 芋 是 由 粘 合 两 个 ? 维 闭 球体 ACD?) 和 
8(D") 所 得 到 的 。 反 过 来 若 M, 和 MM, 是 两 个 7 维 光 帘 流 形 ， 
光滑 同 用 于 D', 而 且 4: 3M, 一 2M, 是 一 个 光滑 同 姬 , 我们 能 够 
.用 4 将 Mi 和 MM; 粘 合 在 一 起 ， 使 得 到 一 个 7 维 光滑 流 形 

2 = MU M, 

(参阅 第 17 节 )， 同 有 是 于 3? ， 

为 讨论 这 种 7 维 流 形 的 连接 和 ， 我 们 先 得 介绍 流 形 的 定向 
问题 、 已 给 一 个 连通 的 维 光 请 流 形 M 及 一 个 光滑 窒 入 


. Fi: —*M. 
令 光 请 同 旺 
下 
的 定义 为 
TOT Na) = CT Ta CO 


若 光 请 乱入 六 tr : DP" 一 M 是 光滑 同 痕 的 , 我 们 说 M 是 不 可 定 
过 108* 


向 的 . 若 光 请 嵌入 六 矿 : D" 一 JM 不 是 光滑 同 痕 的 ,我 们 说 好 
是 可 定向 的 。 

《20. 3) ”已 给 一 个 连通 的 = 维 光滑 流 形 MM 及 一 个 光滑 墩 
入 。 广 t PD" 一 MM. 车 MM 是 不 可 定向 的 ， 则 任何 一 个 光滑 杠 入 
天 有" 一 1 与 了 光滑 同 痕 。 若 对 是 可 定向 的 , 则 插 何 一 个 光 讲 
右 入 六 ; D"M 只 与 了 及 = 之 中 的 一 个 光滑 同 痕 ， 

一 个 定向 的 连 和 通 的 nr 维 光滑 流 形 和 包含 一 个 可 定向 的 连通 的 
xn 维 光 滑 流 形 好 及 与 一 个 光滑 杠 入 六: 一 4 光滑 同 痕 的 所 
有 光滑 奏 入 。 我 们 将 它 简单 记 作 

CM 7， 

而 县 说 它 的 定向 由 (或 与 六 光滑 司 痕 的 任何 光 谓 幅 入 》 来 天 
示 。 

已 给 两 个 定向 的 无 边缘 的 连通 的 # 维 光 清流 形 GM, 让) 与 
(iM ，f) 。 令 

A= frfr! FY) — f(D ). 
我 们 可 以 得 到 一 个 定向 的 无 边缘 的 连通 的 ” 维 光 滑 流 形 
cM, 

其 中 

Mf = Mo A PD) UM — FCP — aD), 
:DM 可 以 是 与 光滑 同 六 的 光滑 娆 入 了: DP-*M, 满足 
AODD CM 一 下 CGY 一 3D) 我们 说 CM， 让 是 0M, 了/) 
与 (iM;， 让 》 的 连接 和 。 

现在 回头 观察 上 面 所 作 的 光滑 流 形 玉 ., rEZ ,这 些 KK, 是 
可 定向 的 。 为 给 每 一 个 大- 一 个 “自然 ”的 定向 ,我 们 作 一 个 光 
谢 髋 入 

ID —rk, 
如 下 : 
* 109* 


念 
hd. 一 {Cziyszyzaysy25) 所 人 | 只 少 有 一 个 zo 不 等 于 
0; 而 且 z 1! 十 合十 如 十 2 十 二 DD}， 

I 一 { CZ 1 Tos Ta ta) 匡 C1 |z, | 十 | zz] 十 | = | 十 lz 一 ] )， 
则 存在 一 个 很 小 的 >0， 使 

Fx sa) = (Or eo dz ct He, x5) 

FA0,0,0.0) = 0,0,0,1,2) 
决定 了 一 个 光滑 驶 入 

万 一 

令 

D= { (es zs Zs 24) EC Iz ER} ， 
我 们 能 够 证 明 站 CD*) 门 $， 是 天 中 一 个 光滑 流 形 ， 与 已: 光 请 
同 肛 。 于 是 存在 一 个 光滑 映射 

H: Dx [0 一 1 
满足 下 面 的 条件 。 若 对 任何 : € to,1] ， 
ht Di——rM, 
的 定义 是 太 (z) = 二 瑟 (z ,说 , 则 对 任何 1: € [0,1], 是 一 个 光滑 
构 入 ， 
hAO0022) 一 六 100 DA72)》， 
局 一 产 , 而 县 下 (人 (D7) C 己 KK; 。 我 们 令 
f=h: DD 一 天 。 

《20. 3) (17 (CK, /5) 与 【〔 开 ro， 乒 +) 之 间 有 一 个 保持 
定向 光滑 同 肛 , 就 是 说 有 一 个 光滑 周 胚 了: 天 .一 天 Ha 使 ff, 与 
大 +28 光 请 司 痕 。 

(2) (KR fr) 与 (KK.,; f-_,) 之 间 有 一 全 反 定 向 光 谓 同 年 ， 
就 是 说 有 一 个 光滑 局 肛 也 : 天 -一 开 _， 使 ff 与 了 ,不光 谢 同 
痕 . 

*。 了 ID。 


(3) 在 保持 定向 光滑 同 肛 之 下 ，( 天 .， 乒 ) 与 (K,,f.) 的 
连接 和 是 (KK, ， fi1.) 。 
《20. 4)》 在 保持 定向 光滑 同 胚 之 下 ， 
CK,, fi), r=0, 1, -…, 27, 
相互 不 同 。 而 且 形 成 近世 代数 中 的 加 法 群 ， 其 中 的 加 法 即 连接 
和 和， 


* ili* 


附录 ”直观 集 论 


一 个 集 是 由 一 群 个 体 所 构成 的 。 这 些 个 性 可 以 是 数 ， 可 以 
是 点 ， 可 以 是 直线 ， 也 可 以 是 集 。 总而言之 ， 它 们 是 在 数学 中 
出 再 。 如 果 a 与 8 是 两 个 个 体 , 我 们 能 够 用 直觉 来 决定 , a 与 4 
是 相同 的 ， 或 者 是 不 相同 的 。 用 符号 来 表示 ， 我 们 分 别 写 成 

a 二, a , 

者 4 是 一 个 集 , 而 且 a 是 4 中 的 一 个 个 司 ， 我 们 说 a 是 4 
中 的 一 个 元 素 , 或 a 属于 4, 或 sa 包含 在 4 中 (为 一 个 元 素 )， 
或 4 包含 a 为 一 个 元 素 )、 用 符号 来 表示 ， 我 们 写成 

和 立 仁 六， 
若 a 不 是 4A 中 的 一 个 元 素 ， 我 们 写成 

位 甩 。 
如 果 Zz 是 所 有 整数 所 构成 的 集 ， 划 

ltz; 1/2 人 2 。 
Le 
其 中 不 包含 任何 元 泰 。 
如 果 一 个 集中 的 元 素 可 以 一 一 写 下 来 ， 将 所 有 元 素 写 在 括 
= 了 2。 


号 1 } 之 中 ， 那 就 代表 这 个 集 。 所 以 {a} 是 一 个 和 集 ， 其 中 只 
有 一 个 元 素 a; {a，b} 是 一 个 集 ， 其 中 只 有 元 素 a 与 5 同时 
{1l, 2, 3, =**} 

是 所 有 自然 数 所 构成 的 集 N 。 
假设 P 是 一 个 陈述 ， 我 们 用 
{z|P} 
来 表示 一 个 集 ， 其 中 的 元 素 是 所 有 满足 成 的 个 体 。 所 以 所 有 整 
数 所 构成 的 集 Z 是 


tiziz 是 一 个 整数 }。 
若 4 是 一 个 集 ， 而 且 PP 是 一 个 陈述 ， 我 们 亦 将 
{x|zE€A, P)} 
简单 写成 
{rEAIP}. 
所 以 


N= {x € Z|z > 0)}. 
已 给 两 个 陈述 了 与 Q@ .我 们 用 
已 = 总 
来 表示 “着 忆 成 立 ， 则 忆 亦 成 立 ”"”， 同时 我 们 用 | 
P= 
来 表示 
P—~Q., Q—~>P, 
换 司 话 来 说 ，Pe3@ 表示 P 成 立 的 一 个 充 要 条 件 是 已 成 立 。 所 
EL 
(POH) PQ ,QP), 
已 给 两 个 集 4 与 8 。 若 对 任何 zx, zc A=>rEB， 我 们 说 4 
是 已 的 子 集 ， 或 4 包含 在 已 中 (为 一 个 子 集 )， 或 互 包含 4 
《为 一 个 子 集 》 。 用 符号 来 表示 ， 我 们 写成 
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上 CC 有 或 BDA， 
车 4 二 五 ， 而 且 BCA， 我 们 说 4 与 瑟 是 相同 的 ， 而 吓 写 成 
A=B,， 
我 们 容易 见 到 
(了 13 (1) 对 任何 集 4， 作 C4 。 
《2 对 任何 集 4，ACA4， 
(3) 车 ACB，BCC， 则 4Ce 。 
我 们 容易 见 到 11，2，3} 有 8 个 子 集 ， 即 
Oli {2} 13} {12,3}, (3,1},11 ,2},{11,2,3}, 
已 给 两 个 集 4 与 8B 它们 的 并 抹 ， 记 作 
岂 
定妆 为 
| {Tz|zxE©A 或 IEB): 
| 它们 的 交集 ， 记 作 
ANB, 
定义 为 
{zrEA, rEB}; 
它们 的 事 集 ， 记 作 
A—B, 
定义 为 
{x{ztEA, Xx}.， 
所 议 
{1,2} LU 12,3} 一 11,2.3)， 
‘(1,2} MN {2,3} = {2}, 
(1,2} — {2,3} = {1}. 
如 果 4 是 下 面 图 中 左边 错 中 的 点 所 桔 成 ，B 是 图 5. 1 车 中 的 点 
所 构成 ， 
。 了 4 。 
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围 5.1 
则 42UB，ANmB 与 A 一 8 是 图 5.2 中 的 阴影 区 ， 


( 附 2) (1 对 和 任何 集 4，AU=A， 
(2) 对 任何 集 4 与 五 
AUB=BUA. 
43) 对 任何 集 4， 吾 与 习 ， 
(AUB}UC=AU (BUO),., 
这 个 集 亦 写 成 AUBUC. 
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《4》 对 任何 集 4 与 吾 ， 

竹 生 了 五 一 放 册 下 一 五 ， 

‘ 附 3) 《17 对 任何 集 4，4 门 好 一 局 。 

(2》 对 任何 集 4 与 B， 

ANMNMB=BNMA., 
(3》 对 任何 集 有 ,8 与 心 ， 
ANBNC=AN BNO), 
这 个 集 亦 写成 ANNBNMC. 

(4)》 对 性 何 集 4 与 号， 

由 所 五 < 一 4 和 五 = 4 。 

( 附 4 (1} 车 A 是 多 的 于 集 ， 则 

X—(X—A)=A. 

(2) 对 任何 集 4 与 五 

AUB=(A4— BUUANMNBU BB — A), 
A—B=A— ANB). 

《3》 对 任何 一 个 集 下 的 子 集 有 4 与 8， 
XAUB=X— AN By, 
XX— ANB = AU B). 

(4) 对 任何 上 集 有 4 与 B， 

ACB>A— B=, 

《 附 5》 对 任何 集 4， 吾 与 C， 
AUBNO=AUBN AY OC), 
ANMCBUCO=0ANBU ANO, 

已 给 两 个 集 4 与 8， 对 任何 a&E A 及 5EB， 我 们 说 

(a, 而) 
是 一 个 有 序 对 ， 就 是 说 对 任何 a a'EA 及 b, bEB， 
{a,b) = (a',b') a = a', b= 4. 
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比如 说 在 平面 解析 几何 中 ,每 一 点 是 一 个 有 序 对 (a,5), 其 
中 a 与 5 是 实数 。 我们 令 
AxXB={(a,. la€ ABbE BB}, 
而 且 称 它 为 4 与 B 的 积 。 所 以 若 R 是 所 有 实数 所 构成 的 集 , 则 


R:=RXR 
是 所 有 平面 上 的 点 所 构成 的 集 ， 
已 给 两 个 集 久 与。 一 个 由 站 到 Y 了 的 了 数 ， 记 作 
:rr——*Y, 


是 一 个 规则 , 使 对 任何 xEXX, 我 们 能 够 下 那 规则 唯一 决定 一 个 
zz) EY 。 我 们 称 A(z) 为 (在 函数 了 下 )z 的 映 象 .比如 说 我 
们 有 一 个 函数 
fF:R—R, 

它 的 定义 是 f(z) = 好 . 

对 任何 函数 :多 一 >Y， 

GA) 一 人 Try 二 和 其 

是 天 xy 的 一 个 子 集 ， 称 为 上 的 图 

( 附 6) ”对 任何 苹 数 了 基 一 Y,G( 让 是 玉 XY 的 一 个 子 
集 , 使 对 任何 x E 六 ,唯一 存在 一 个 yEY 了 ,满足 (zx,y) EGC. 
倒 过 来 , 者 GG 是 区 XY 的 一 个 子 集 , 使 对 任何 xEXX, 唯一 存在 
一 个 yEY, 满足 (x,y) EG, 则 唯一 存在 一 个 函数 三 : X -了 ， 
司 G0 =G， 

已 给 一 个 画 数 三 : 一 YY 。 对 任何 4C 己 天 ， 我们 令 

AY = {f(x |z Ee A}, 
称 为 〈 在 函数 上下) 4 的 映 象 。 对 任何 BCY， 我 们 令 
FB}= {rE XIfCr) € By, 

称 为 (在 函数 .fF 下 )8 的 逆 映 象 . 

若 对 任何 x，x' 万 总， 
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TET) A , 
我 们 称 /为 一 对 一 的 。 若 ACX) = 了, 我 们 称 上 为 满 的 、 若 地 
是 -对 -一 的 ， 也 是 满 的 ， 我 们 称 f 为 一 个 一 一 对 应 ， 
( 附 ?7) (1)》 对 尾 何 一 个 集美 玉 一 个 和 的 子 集 4， 我 们 
有 一 个 一 对 一 的 函数 
a; 及 一 区 ， 
它 的 定义 是 tz) = x 。， 我 们 称 i4 为 一 个 包含 男 数 。 
2) 对 任何 一 个 集 不， 包含 哺 数 
Er 一 一人 
是 一 个 一 一 对 应 。 我 们 称 ix 为 一 个 恒 等 国 数 . 
( 附 8) {1) 一 个 函数 :Xe7 是 一 对 一 的 一 个 充 要 条 
件 是 对 任何 > E 产 5 中 最 多 只 有 一 个 元 素 . 
《2) 一 个 函数 六: X 一 了 是 满 的 的 一 个 充 要 条 件 是 对 任何 
yEY, f/f '({y)) 中 至 少 有 一 个 元 素 。 
《3)》 一 个 通 数 卫 : 于 一 了 是 一 个 一 一 对 应 的 一 个 充 要 条 件 
是 对 任何 yEY, 广 fy)) 中 恰好 只 有 一 个 元 素 , 于 是 对 任何 一 
个 一 一 对 应 了: 成 = 了， 我 们 有 一 个 函数 
六 1 7 一 人， 
使 对 任何 y€EY, 产 5y7 是 产 113)) 中 的 唯一 元 素 。 再 者 , 广 ) 
亦 是 一 个 一 一 对 应 ， 称 为 了 的 逆 函 数 . 
对 任何 两 个 函数 
fiX—*Y, gtY——Z, 
我 们 有 一 个 合成 函数 
gf :XK—rZ, 
它 的 定义 是 
(gf (rT) = gf (2)). 
( 附 9) 已 给 两 个 测 歼 :XY 与 g:Y>2， 
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《1)》 若 了 与 8 是 一 对 一 的 ， 则 gf 亦 是 一 对 一 的 。 
《2) 若 广 与 g 是 满 的 ， 则 gf 让 是 满 的 。 
(3) 若 gf 是 一 对 一 的 ， 则 了 是 一 对 一 的 。 

(4) 寿 gf 是 满 的 ， 则 gg 是 满 的 ， 


现在 考虑 一 个 集 式 中 的 一 群 子 集 。 换 一 句 话 来 说 , 我 们 考 


虚 一 个 集 -ez ， 其 中 每 个 元 素 4 是 区 的 一 个 子 集 ， 我 们 称 
jaewA= {xEX| 存 在 一 个 AE.ex， 使 TEA) 
为 ex 中 的 A 的 并 集 ， 称 
{144A 一 {rEXI 对 任何 AE.x ,xE 4) 
为 -ez 中 的 有 A 的 交集 . 


假设 a: A>.er 是 一 个 满 的 函数 ,而 且 将 al) 记 作 4,,4E 


元 ， 则 
有 时 懂 我 们 

(J ,a, {| eva 
写成 


Ua ea 
车 A= 11，2，…，2a}， 则 
,ets= Ui = A UUA,, 
{ets= (4 =AN- NA, 
今 z 
N= 11，2，3，…}， 
邑 所 有 自然 数 所 构成 的 集 ， 则 
(UU ,a= UU，a4=A4 (A: 
站 EN = 门 1 二 A 门 4: 门 …， 
+ 了 119 。 


已 给 一 个 集 4 。 车 4 一季 或 者 存在 一 个 一 一 对 应 a: {1， 
2,……,2) 一 4，zE 训 ， 我 们 说 4 是 有 限 的 ， 而 且 其 中 元 素 的 个 
数 是 0 或 上 。 若 4 不 是 有 限 的 ,我 们 说 4 是 无 并 的。 所 以 和 N 是 
无 穷 的 。 

车 4 是 无 穷 的 , 而 且 存 在 一 个 一 一 对 应 a : w 一 4 , 我 们 说 
半 是 可 数 无 窃 的 。 若 4 是 有 限 和 的 , 或 是 可 数 无 窃 的 ， 我们 说 4 
是 可 数 的 . 若 4 不 是 可 数 的 ,我们 说 4 是 不 可 数 的 。 很 明显 
地 ， 不 可 数 的 集 是 无 穷 的 ， 

《 附 10)} N 是 可 数 无 穷 的 。 

《 附 11) Z 是 可 数 无 穷 的 。 

N 中 的 元 素 可 以 依次 排列 成 

1 一 一 2 一 3 一 4 ， 
万 方面 ，Z 中 的 元 素 可 以 依次 排列 成 
0 一 ~] 一 一 一 ] 一 一 2 一 > 一 过 一.…， 
所 以 存在 一 个 一 一 对 应 a: N->Z， 使 
tl) = 0,a(2) = 1,.a(3) 一 一 1。 

《 附 127 《1) 一 个 有 限 集 的 任何 子 集 是 有 限 的 。 

《2) 一 个 可 数 集 的 任何 子 集 是 可 教 的 。 

为 了 解 ( 附 12? ， 读 者 们 只 要 观察 下 面 两 个 事实 。 一 个 是 
t1，2，…，?3} 的 任何 子 集 是 有 限 的 ; 一 个 是 {1，2，…} 的 
任何 子 集 或 是 有 限 的 ， 或 是 可 数 无 穷 的 。 

《 附 13》 两 个 可 数 无 穷 的 集 的 积 是 可 数 无 痉 的 。 

我 们 只 要 知道 NXN 是 可 数 无 穷 的 就 可 以 了 。 为 证 明 这 事 
卖 ， 我 们 将 NXAN 中 的 元 素 依 图 5. 3 箭头 指示 的 方向 排列 。 

( 附 14》 所 有 有 理 数 所 构成 的 集 台 是 可 数 无 穷 的 。 

任何 一 个 有 理 数 可 以 唯一 写成 p/g. 其 中 pEZ, gEN, 而 
且 pp 与 # 没 有 一 个 公 因 子 大 于 1。 如 果 将 这 样 表示 的 有 理 数 
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败 5.3 

pi# 看 作 ZXN 中 的 元 宁 (p，9), 那 末 如 是 ZXN 的 一 个 于 集 
。 所 以 由 《 附 12) 知道 是 可 数 的 。 另 方面 ,如 显然 是 无 穷 的 ，。 
所 以 ( 附 14) 成 立 。 

《 附 15》 所 有 实数 所 构成 的 集中 是 不 可 数 的 ，。 

这 个 事实 不 容易 用 直觉 去 体会 ， 所 以 我 们 说 明 如 下 。 由 
《 附 12}， 我 们 知道 只 要 证 明 E0，1) 是 不 可 数 的 就 可 以 。 在 第 
1 节 中 我 们 将 L0，17 中 每 一 个 实数 叭 一 写成 小 数 


DO, cy 
其 中 每 一 个 a; 是 不 小 于 0 而 且 不 太 于 3 的 整数 , 同时 不 存在 一 
个 mEN， 使 av 一 an 一 …… 一 9 . 如 果 [0， 1 ) 是 可 数 的 ， 则 存 


在 一 个 一 一 对 应 
FN [0,1)., 
对 尾 何 REN,， 令 
FRY = 0.aft a ee., 
m= 车 at? 至 5， 
"lami 若 a 直 计 5， 
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出 
b= 0.bp: EL0,1) 

于 是 唯一 存在 一 个 :EN, 使 了 (UU) = 5 。 筋 方 面 ， 
a 二 一 2 士 1 。 


所 以 我 们 得 到 了 一 个 矛盾 . 
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